vl/’ I ;‘ PUBLIEES
. ! i e .

. g ,

PICES DE IL’ACADEMIE DES SCIENCES

spus LIS
/' Mb\"
Par EMILE PICARD

MEMBRE DE L’INSTITUT

TOME II.

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

PU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands-Augustins, 55

1908




Tous droits de traduction ¢t de reproduction réservés.

S, U i AR~ et i

ﬁ[...«.l.)a!? PR
s

|
i
i
I




VERTISSEMENT.

CODllllé.i;OUI‘ le premier Volume, nous suivons a peu pres dans
le Tome II Pordre chronologique. Les Mémoires ici reproduits
vont de 1858 & 1872; nous y avons joint des Notes publides par
Hermite dans différents Ouvrages, quelques pages de son Cours
d’ Analyse de 'Ecole Polylechnique, et une Lettre 2 M. Tannery

se rapportant aux fonctions modulaires.

1l m’est agréable d’offrir & M. Henry Bourget mes vifs remer-
ciments pour le concours irés précieux qu’il m’a apporté dans la
revision du texte et dans la correction des épreuves. Tous les
calculs ont été refaits ou au moins indirectement contrélés par lui.
Il y a eu la, pour certains Mémoires, en particulier pour les études
relatives a I'équation modulaire et 3 'équation du cinquiéme degré,
un travail d’autant plus considérable que la rédaction d’Hermite,
dans les questions algébriques, est extrémement concise et laisse
souvent de c6té des intermédiaires. A la suite de cetle revision, il
nous a paru ulile de faire danslc texte certaines modifications d’un
caraclére surtout numeérique; les plus importantes d’entre elles

sont signalées dans des notes.

J'adresse aussi tous mes remerciments a M. Gauathier-Villars
pour les soins qu’il donne a cette édition. Nous sommes heureux
d’avoir pu placer au déhut de ce Volume un portrait d’Hermite,

qui le représente aux environs de sa cinquantiéme année.

Emire PICARD.







(EUVRES

DE

CHARLES HERMITE.

TOME 11.

i

LA THEORIE DES FORMES CUBIQUES

SUR

A TROIS INDETERMINEES.

Journal de Mathématiques pures et appliquées,
2° série, t. III, 1858, p. 37.

L’étude des foncuens homogénes du troisitme degré et a trois
indéterminées conduit & considérer avec une forme donnée de cetle
espece deux systémes différents de fonctions qui s’en déduisent, et
dont je rappellerai en premier lieu les expressions. Soit pour cela U
la transformée canonique de la forme proposée, de sorte que
I'on ait

U=a3+ y?+ 23+ 6lxyz;

le premier de ces systémes sera celui des invariants et du covariant
cubique, savorr :
S=— 171+,
T=1—-9200—8/5,
HU = 82(23+ 3+ 23) — (1 +288) zy 5.
H. — 1L 1
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Le second systeme sera formé des deux contrevarianls ou formes

cubiques adjointes, savoir :

PU=— Uz 3+ 23) + (— 1 — ( B)aya,

QU=(1—108 (23— 3+ 23) — 6 12(5 + 13y z.

J'omels & dessein les covariants et formes adjointes d’un degré
supérieur au troisiéme, n’ayant pas & m’en occuper ici, et jobserve
seulement que les combinaisons linéaires

aU+G6PHU,
62PU - LQU,

ol a el {3 sont des constantes indéterminées, représentent encore,
la premiére un covariant et la seconde une forme adjointe de U.
On en peut conclure que les invariants du quatriéme et du sixieme
ordre de ces deux fonctions, que nous désignerons avec M. Cayley
de cette maniére :

S( 2U +6BUU),

S(62PU + BQU),

T( 2U +68HU),

T(62PU -+~ 5QU),

doivenl reproduire des combinaisons rationnelles des invariants
primitifs S et T ‘(est effectivement ce que ce savant géomeélre
a mis en évidence en donnant dans les Tables qui terminent son
wroisi¢tme Mémoire sur les quantics les expressions complétement
développées de ces quatre quantités. Iin cherchant a approfondirla
nature de ces expressions, j’al é1é conduit a un résultat intéressant,
non seulement parce qu’il en montre le véritable caractére, mais
parce qu’il donne un nouvel exemple de celte élroite connexion
entre les formes cubiques a Lrois indéterminées el les formes biqua-
dratiques binaires, que M. Hesse et M. Aronhold ont les premiers
signalée dans leurs belles recherches. Mais je dois rappeler d'abord
qu’en représenlant une forme binaire du quatrieme degré par

J=azt4-j0x3y + Gex2y?+ jdx)d+ ey,

on a, pour les covariants des degrés quatriéme et sixiéme, ces
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expressions

g =(ac— b))z +u(ad — be)ady + (ae + 20d — 3c2)z2y?
+2(be —cd)zy3+ (cc — d?) yb,
h= (a*d--3abc—+ 203 )zt
“+(ate + 2abd — gac?+ 6b2e) x5y
~+ (dabec—15acd + 1002d )z y?
+(—ro0ad?+10b%e)xdy3
-~ (—jade +15bce —i0bd? a2yt
+ (—uer— 2bde + gc2e — Ged?)zys
— (= be?+ 3cde — 2d3) yb.

Cela posé, je considére la forme biquadratique suivante en el 3,
savolr :
Sf= i 2iSu20  8Tap — {8S1PY,

et si 'on en déduil, d’apres les formules qui viennent d’éire rappor -
tées, les deux covarianis g et /i, on aura ces formules remarquables,
savoir :

S(2U -+ 62HU) = — 2'57

T(2U + 6pHU ) = — é/z,ﬁ
6457 (2U + 6BHU) — T2(2U + 6BHU ) = (6453 — T2) /3.
Soit en second lieu
S = 48Sut - 8T8 — 968242 B2 ,f TSufs — (T2 1659)%,
on obtiendra d’une maniére Loute semblable

$(62PU + 8QU) :—%g,
T(62PU + BQU) =— izh,
64S3(62PU + BQU) — T2(62PU + 5QU) = (64S3— T2)2 /.

Ces deux formes / du quatriéme degré que nous avons employées
successivement ont d’ailleurs entre elles cetle liaison singuliére
que, si l'on désigne par &, &', k", k" les racines de I’équation

zt—2}Sx2— 8Tz — {852=o,
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les racines de l'autre forme, ¢’est-a-dire de 1'équation

4882t +- 8T a3 — 96522 —2{ TSz — (T24-1653%) = o,
seronlt

1 S 1, S
k4 s Z/-‘”—f—r,,: Zk +~F.
Je reviendral sur ce point dans un prochain travail, ou je me pro-
pose d’élablir entre autres choses cetie proposition qu’il exisle
toujours wne substitution linéaire réelle pour réduire toute
forme cubique donnée & coefficients réels & 'expression canonique

23+ y3+ 28+ 6lzyz.

La méme chese n’a pas lien, comme on sait, ni pour les formes
biquadratiques, ni pour les formes cubiques a deux indéterminées.




SUR LA RESOLUTION

DI

1’EQUATION DU CINQUIEME DEGRE.

Comptes rendus de lI’Académie des Sciences, t. XLVI, 1858 (I), p. 508.

7

On sait que Péquation générale du cinquiéme degré peut étre
ramenée, par une substitution dont les coefficients se déterminent
sans employer d’aulres irrationnalités que des radicaux carrés et

cubiques, a la forme
xd—x — a=o.

Ce résultat remarquable, dii au géoméire anglais M. Jerrard, est
le pas le plus important qui ait été fait dans la théorie algébrique
des équations du cinquieme degré, depuis qu’Abel a démontré
quiil était impossible de les résoudre par radicaux. Cette im-
possibilité manifeste en effet la nécessité d’introduire quelque
élément analytlique nouveau dans la recherche de la solution, et,
a ce titre, 1l semble naturel de prendre comme auxiliaire les ra-
cines de 'équation st simple dont nous venons de parler. Toute-
fois, pour légitimer véritablement son emploi comme élément
essentiel de la vésolution de 1'équation générale, il restait &
voir si cette simplicité de forme permettait efectivement d’ar-
river & quelque notion sur la nature de ses racines, de maniére
a saisir ce qu'il y a de propre et d’essentiel dans le mode d’exis-
tence de ces quantités, dont on ne sait jusqu’ici rien autre chose,
si ce n’est qu’elles ne s'expriment point par radicaux. Or il est
bien remarquable que l'équation de M. Jerrard se préte avec la
plus grande facilité & cetie recherche, ct soit méme, dans le sens
que nous allons expliquer, sasceptible d'une véritable résolution
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analytique. On peut en effet concevoir la question de la résolu-
lion des équations algébriques sous un point de vue différent de
celui qui depuis longtemps a été indiqué par la résolution des
équations des quatre premiers degrés, et auquel on s’est surtout
attaché. Au lieu de chercher a représenter par une formule radi-
cale a déterminations multiples le systéme des racines si étroite-
ment liées entre elles lorsqu’on les considére comme fonctions
des coefficients, on peut, ainsi que 'exemple en a été donné dans
le troisiéme degré, chercher, en introduisant des variables auxi-
liaires, & obtenir les racines séparément exprimées par autant de
fonctions distinctes et uniformes relatives a ces nouvelles variables.
Dans le cas dont nous venons de parler, ot il s’agit de I’équation

3 —3x +2a =o0,

il suffit, comme on sail, de représenter le coefficient a par le sinus
d’un arc o pour que les racines se séparent en ces trois fonctions
bien déterminées

zsina .asi)a_'_zﬁ >sina+4ﬁ

) - b l — ‘_{ —_— e

37 3 3

Or c’est un fait toul semblable que nous avons a exposer relative-

ment & I'équation
xS —xr —a=o.

Seulement, au lieu des sinus ou cosinus, ce sont les transcendanles
elliptiques qu’il sera nécessaire d’introduire, et nous allons en
premier lieu en rappeler les définitions.

Soient K et K/ les périodes de I'intégrale elliptique

S

'ﬁ’
Vi— k2 sing
c’est-a-dire

K= f K’ . S
= 3
‘/l———/Jan?@ o /1 —Ksintc

TS

et
-
T
q —e kK ;
la racine guatrieme du module et de son complément s’exprime
au moyen de ¢ par ces fonctions dont Jacobi a fait la découverte,
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savolr :

Z (___ l)”' q(;m’+§m

1 )
¥l - mim+1) l— (3m241)
(—1)p q?

— =gt — gt gT .

:/Z:\/it/l] I+q—qr—q>—... :\/;§/§

E 9'411134—'2111
T (]2 »F(]6~: (]12+,‘. . \/; S/(;—___

— -
=vaVq I ey Ca o [ T

’

qi mi+m

Z (¥ [)/n qillf’+l/l

S8 l—g—gtr gt s
=2 Vg — : e —Vovg
t—og gt —agtt— .. 2(_,);;: qam?

E q‘.’m’+m

N Vo el aall Ak’ A AN S ol B
=V>Vyg 1—|v.q—::z.q5+').q9—»..._\/l‘/qzlqm*— '
1 2
2 (“ |)'/l q-?(am ~+m)
Y R A
g — (/2 — g — ,/,- — (/l'.' - 2( ');m(m+l)q§(3mi+m)7
? (__,)mq‘.’m’-f-m
l—qg—¢"—q"+qg'"— -~
_ =
T G A @3 g2+ gl = N 2mtem
27
) it gm?
L —2q - agi— ag® —aglo— | . E( 1) g
= 3 b = ’
V=g +ogt— g +2q3 —. .. 2(—1)”’(]’““i

. m 42m*
T—2g> 25 —aglf +a0g2 —. . Z( g
(~0g =gt Eoagt gt — . 3 g

En posant
g = eiﬂ:m’

nous désignerons \"/E par o(w) et \'//? par U(w). Relativement &
cette variable w, on aura ainsi des fonctions affranchies de ambi-
guité qui tent au facteur f/a, et dont je vais en peu de mots indi-
quer les propriétés fondamentales. Elles découlent des relations
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suivantes, dont la démonstration est immédiate, savoir :
b)) +d8(w) =1,

O<—£) = ¢ (w),

o(w—+1)= ei :fz%;:

'
Y(w +1)= e

Ly ¢+ d e+ dw . .

On en déduit que o =2} et ¢ — | s'expriment simple-
“\a+bw "la+bw

ment en o(w) et d(w), a, b, ¢, d étant des nombres entiers quel-

conques assujettis a la seule condition

ad — be =1.

Les relations auxquelles on parvient de la sorle ayant une grande
inyportance, non seculement pour 'objet que nous avons présente-
ment en vue, mais pour la théorie des fonctions elliptiques et ses
applications & I'arithmétique, je vais les indiquer en me bornant,

‘ ¢ +dw
pour abréger, aux valeurs de ¢ <*

5 ) - Jobserve a cet effet que
—bw

la congruence
ad — be=1 (mod 2)

est susceptible de six solutions distinctes renfermées dans ce Ta-
bhleau :

a [/ c d
I. 1 o o 1
II.- o 1 ! o
. | 1 o (
v, 1 ] 1 o
V. I o 1 1
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et d’ou résultent autant de formes différentes pour les expressions

¢ dw , . .
—— . Cela posé, nous aurons suivant chacun de ces six cas ces

a-+ bw
équations
¢+ dw i——[d(('+d)-1]
hadil QU )
I o (S5 ) = (w) ,
¢+ dw ete—di—1)
— 8
(11) ?<a+bw> $(w) ;
¢+ dw [ T dd—ci—1)
el IO S
arm (P<a—+—bw> g(w)g ’
i
R c+du\ 1 —lelerdy —1]
(IV) (‘D<afbw f*](w)e !
; c+do\ _o(w) ‘Tea
) ?<a+b(0>*\lll(ll))e ’
(V1) (cﬁ—dw __¢(w)e_%hﬂ
a-+bw)  ovlw) ’

“Nous rappellerons encore cette propriété fondamentale, qu’en
désignant par, n un nombre premier et posant

v =o0(nw), u=o9(w),

v et w sont liés par une équation de degré n + 1, qui présente ainsi
un type nouveau d’équations algébriques dont les racines se sé-
parent analytiquement par introduction d’une nouvelle variable.
En désignant, en effet, par ¢ un nombre qui soit 1 ou — 1, suivant
que 2 est résidu ou non-résidu quadratique par rapport a n, les
n 41 racines ¢ seront

I3

w-+16m
eo(nw) et ¢ (—-— )7

m élant un nombre entier pris suivant le module » ('). Mais, sans
insister ici sur les aulres propriétés remarquables des équations
modulaires, je m’attacherai seulement au fait si important annoncé
par Galois, et qui consiste en ce qu’elles sont susceptibles d’un

(1) La détermination de ¢ a été donnée par M. Solhnke dans un excellent tra-
vail publi¢ dans le Tome 16 du Journal de Crelle sous le titre : Hquationes
modulares pro transformatione functionum ellipticarum.
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abaissement au degré inférieur d’unc unité dans les cas de
n=>:, n=-r et n=1i.

Bien que nous ne possédions que quelques fragments de ses tra-
vaux sur cette question, il n’est pas difficile, en suivant la voie
quil a ouverte, de retrouver la démonstration de cette belle pro-
posilion; mais on n’arrive ainsi qu’a s’assurer de la possibilité de
la réduction, et une lacune importante restait & remplir pour
pousscr la question jusqu’a son dernier terme ('). Aprés des ten-
tatives qui remontent a une époque déja éloignée, j'al trouvé que
dans le cas de I'équation modulaire du sixiéme degré

wh — % = due? (1 — o)+ fue(t — uitvt) = o,

on y parvenait aisément en considérant la fonction suivante :
R fw’ w =410\ w—(—é.l(‘))
P(w)=|c(dw)+ o -.—) 0 — — o ——
() I:'( ) ’(.3 Jlrrf( o /) '< o
{ <w+?..;6‘ <w+3.|6>]
= |¢ ) (7 '
2 2

Effectivement, les quantités

P(w), P(w+16), P(v+2.16), P(w-+3.16), P(w-+4.106)

sont les racines d’une équation du cinquieme degré dont les coef-
ficients contiennent rationnellement ¢ (w), savoir :

P35 — 2453 Dot (w) Yo (w) —ab V35 03 (0) 418 (w) [1 4+ 08(w)] = o.

Or on voit qu’on raméne celte équation a celle de M. Jerrard en
faisant simplement

@ = {2755 o) U (w)a,
car 1l vient par Ja
2 1+ o¥w)

VR P )

rd—x —

(1) Postérieurement a3 mes premicres recherches restées inédites, mais dont les
résultats avaientl été annoncés (O uvres de Jacobi, t. 11, p. 24g), un géométre
italien distingué, M. Betti, a publié un travail sur le méme sujet dans les An-
nales de M. Tortolini.

I
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Dong, il ne restera plus, pour arriver & expression des racines de
I'équation
rP—r—a=o

par la fonction @ (w), qu’a déterminer w ou plutdét¢(w) parla con-

dition suivante :
2 -+ 08 (w)

Y5E sro) o)

Soit, pour simplifier,
V5

2

A= a,
et prenons pour inconnue ¢‘(w)ou le module k& lui-méme de I'in-
égrale elliptique; on parviendra i une équation du quatriéme
degré

I A3 k2 — A2k 1=,

qui est suscepuible d’une solution analylique sous le point de vue
précisément ol nous sommes placé en ce moment, car, en faisant

2
4 .
= s

e na

on lrouvera ces expressions des racines

J . % L % = 9T L T —a y REH
i = tang -, lang ————, lang 5 ang ———
g 8 8 5
4 4 4 4

Faisanl choix de l'une d’elles pour module, afin d’en déduire la
valeur correspondante de o, on aura, pour les racines de I'équa-
uon de M. Jerrard, ces valeurs de z

1 P(w) 1 P (w+16) 1 P(w-+2.16)
— ) - 3 e H
Vaise e(w)di(w) Va5 o(w)dt(w) V25 plw)di(w)

1 P(w—+3.06) ] P(w+ 4.106)
5 (W) Yi(w) Vs o(w)di(w)

Vo

Cest donc la résolution de 1'équation, en tant que les racines se
trouvent représentées séparément par des fonctions uniformes.

Quant au calcul numérique, la convergence extraordinaire des

séries qui figurenl au numérateur et au dénominateur de o(w) le
rendra trés court, méme dans le cas oit ¢ sera imaginaire, car on
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sait que son module peut toujours étre abaissé au-dessous de la

—n

limite e Y%= 0,0638. On peut aussi faire le développement sui-

vant les puissances ascendantes de ¢, ce qui donne, en posant pour
1

simplifier ¢* =1,
g —
P(w) = V235 \/qﬁ(l 0 —02 4% — 895 — gy + 897 —ggd +...),
et 'on trouverait, pour le carré et le cube de ®(w),

P2(w) = 235 :/q—a(l—i— 20 — 92+ 3q* — 1895 — 3398 + 5447 +...)

’

P3(w) = /2553 V¥ (1+ 39 — 20% + 69" — 2405 — 7990 +-.. ).

La premiére des séries entre parenthéses manque des puissances
de q dont 'exposant est = 4, mod 5, la deuxiéme et la troisieme
des puissances dont les exposants sonl respectivement = 3 et
= 2, mod 5. D’ailleurs le changement de & en w—+16m reviendra
a multiplier la quantité g par les diverses racines cinquiémes de
["unité.

Jobserverai enfin que le systeme des cinq fonctions ® (w16 n?)
posséde, par rapport aux substitutions 2_:—2!(:) qui appartiennent a
la premiére classe, des propriélés Loutes semblables a celles de
o(w). Effecuvement, en faisant, pour abréger,

P(w+16m) = D, (w),

on trouvera, par excmple,

iTa

P, (Lu} +2a) =Dy iea(w) ¢ ¢+ )
b { i“ ) = Pipirmrramorzatms (W)
(1 2aw
Iindice du troisieme degré en m étant pris suivant le module 5.
Dans P'une des prochaines séances, j'aurai 'honneur de pré-

senter & ’Académie les résullats analogues aux précédents et aux-
quels je suis parvenu, pour la réduction de 1’équation modulaire
du huitiéme degré au septicme et de 1'équation modulaire du
douzieme degré au onziéme.




LETTRE DE CHARLES HERMITE A M. JULES TANNERY

SUR LES FONCTIONS MODULAIRES<‘).

« Saint-Jean-de-Luz, villa Bel-air, 24 septembre 1goo0.

» Mon cher ami,

‘
» Je viens dégager ma parole et m’acquitter bien tardivement, il
me faut 'avouer, de ma promesse de vous démontrer les formules

¢ +dw
a +bw

ticle Sur ’équation du cinquiéme degré.

» Le bon air deJa mer m’a aidé a surmonter la torpeur qui faisait
obstacle & mon travail; j’en profite pour échapper aux remords de
ma Conscience, et, en pensant que vous avez sous les yeux cet ar-
ticle, j"aborde comme il suit la question.

concernant les quantités cp( > données cons mon ancien ar-

» Mon point de départ se trouve dans les formules de la page 2 et
de la page 3, qui donnent les expressions de €/7{ et de \"//? comme
. l

N - o 12
fonclions uniformes de g, ou plutét de w, en posant = -~ e,

parmi ces formules d’'une extréme importance dont la découverte
est due 4 Jacobi, j’envicagerai pour mon objet la suivante, & savoir:

b 1—ag-2gt 4. I(—1)rg e 4
VE = 1 — 2gt+2¢8+...  I(—1)rqg? (n=o0, %1, £2,...)

(*) Nous reproduisons une Lettre d’Hermite & M. Jules Tannery, ou se trouve
la démonstration des formules seulement énoncées dans larticle qui précéde sur
Péquution du cinquié¢me degré. Cette Letire a déja été publiée par MM. Tannery
et Molk dans leur Traité sur la théorie des fonctions elliptigues, en interca-
lant quelques explications complémentaires avec renvois a cerlaines parties du
Traité. Nous donnons ici le texte méme de la Letire d’Hermite que M. Tannery
a bien voulu nous communiquer, en corrigeant sealement de légéres inadvertances.

E. P.
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» J'y introduirai tout d’abord la quantité w, en me servant, au
lieu des fonctions O, H, .., de la série

iﬂ[ (2r+ ) x +%(2u+ }LF] .

Buv(z)=Z(—1)"ve (n=o0,=%1,E£2 ...

[vorr mon article Sur quelques formules relatives & la trans-
Sormation des fonctions elliptiques (Journ. de Liouville, 1858)],
el j’écriral

S 04,1 (0| w)
v = (ju,,(ofzw)7
ou plus simplement
{/P: 0‘\_1((») N
Uy, 1(20)

J'ai posé, comme vous savez,

Vi =32(w), VE=14(w):
on aura donc

0 (c — (/w)
fe—dw\ _ \asbe
'(a-;—bw - ¢+ dw
00‘| ('), — 5 )
a + bw
Dauns cette égalité, a, b, ¢, d désignent des enliers assujettis a la
condition ad — bc =1 je ferai la supposition qu'ils appartiennent
au premier cas (page 4), ot b el ¢ sonl pairs, @ et d impairs, et je
{feral

b =20, 2¢0=2¢;
N0US aurons ainsi
0 (c+dw‘
y(c—i—duo)_ 0.1 @+ bw
L&+ bw

- Uu‘i(c’fd.zm \

a+b0.nw

et, comme nous conservons la condition ad — b6'¢' =1, la ques-
uion se trouve ramende 3 celle qui concerne la transformation de
la fonction O, y(z). Dans larticle cité tout a I'heure, j'al oblenu
lcs résultats suivants, dont je vails maintenant faire usage.

» Soit en général, pour des valears quelconques de a, b, ¢, d,

p = ap -+ by + ab,
vy= cp+dv + cd.

iT .
N = 3 (@CprH20cuN + bV + 2abeu 4 2aba¥ + ab’c
0 =e€ M
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puis, en supposant b posiuf,

¥i’;‘tu (P—gl'),

S=xe¢ * 2
N 5S¢ .
v — th(a + bw)

<7:07[72: -..,(}*l),

I

le signe de la racine carrée étant pris de maniére que sa parlie
réelle soit positive. Nous aurons 1'égalité
O, v [(@ 4 bw) iwblarbwlzt — TG , ¢+ dw
pvlla+bwz w]e =Ty (50 )
et nous en concluons, pour z = o,

\

. ¢ -+
0%\,((0); 10‘,_“\4‘( u).

a -+ bw

» La condition de b positif peut toujours s’obtenmir en changeant,
comme il est permis, le signe des quatre entiers a, 0, ¢, d. Cela
étant, J]a somme S s’exprime comme il suit, au moyen du sym-

a L. , . .
bole (5> de la théorie des résidus quadratiques.
» Supposons que b soit pair. Je ferai b= 2%b,, b, élant impair,
et I'on aura, suivant que l'exposant 4 est pair ou impair,
- /—a’ "—“[‘4'41-»—3(“/», R (b, 1))
S=yVb(-Z)es )
by
ou bhien

17T
-/ —a — 3t +114 - (hy—1'2)
S:\/b<-b—>e” ‘ SER

1

» Je vais faire, en entranl dans Llous les détails du caleul, 1'ap-
plication de ces formules aux quantités

0 (¢~ dw, . 0 e+ d.aw
e ¢ A N
M(a—.bw) Yl + 0o
Je supposerai qu'on ait
a=1, b=o c=0, d=1 (mod 2.

1

Ce sera donc le premier des six cas qu'il faudra considérer; nous
verrons bientdl que tous les autres s’en déduisent immédiatement.
» Soient d’abord v. = o, v == 1. Des deux nombres

My = b+ ab,
vy =d + cd,
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le premier est pair, et méme mulliple de 4, le second est impair.
Ayant donc en général

Bop,av+1 (2, w) = (— 1)1 (2, 0),

nous en concluons I'égalité

00,1 (w) = T80,

¢+ dw
@ = bw

» J'ajoute qu'on peul meltre sous une forme plus simple la
quantité '

i
T

o (bel+2abd+abic)
=€

qu entre dans Ja valeur du facteur
B $3
V—iba+bw)

Des hypothéses faites sur les entiers a, b, ¢, d résulte, en effet, la
congruence
bd + 2abd + «btc= — bd (mod 8),

ce qui permet d’écrire

. . .- S c+—d.20 .
» Si nous passons ensuilc a la quantité 8, ,

—_— ou
a+b .20

b
b= Z et ¢’ = 2¢ remplacent b et ¢, a et d ne changeant pas, on a
2

w = b'+abd’,
v, =d+c'd;

le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im-
pair, mais p, n’est pas nécessairement divisible par 4, et, par con-
séquent, on a I'égalité

b als ,
T c+d.aw
00,1(20))—-( l) T.G(\’1 (a—+ b ow 3

N

ol 'I” représente ce que devient, dans ce second cas, le facteur T.
» Désignons aussi par &' et S’ les nouvelles valears de & etde S;

on aura
o
, S'e’

B V— b (a + b’.zto),
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c’esl-a-dire
. s's'
= 2°
V—17b(a + hw)
et nous en concluons
o . s
T =V?2g

'

o2 2

» Je m’arrétlerai a cette formule, et je remarquerai cn prermier lieu
que, en passant de S a 3, le nombre & est remplacé par g Il en
résalle que, ayant posé b= 2%b,, l'exposant k varie de P'une a
Pautre d'une unité. Cela élant, la comparaison des valeurs de S et
de S' nous donne I'égalité

1 et

§ e L s,
V2
d’on résulte
mo
T 5V
T o
. L, w i,—ﬁw—(-u/))
» Ceci posé, écrivons le facteur (—1) * sous la formee* ,
et employons I'expression de &', & savoir :
o~ - %E(b‘dﬁ—zab’d+ab‘5c’) - i—?r\bd+~2al)r1+ab’c)
0 =¢e =e ° :
on aura ainsi
( bq;nb’ ! I—ST—[ (a?—1+26(14-a)—3bd — 2abd—abic)
—_ — = .
) T
» Or, on vérifie facilement la congruence suivante :
(A) 20(1+a)—3bd — rabd — ab?c=— ab (mod 16),

faisant, en eflet, passer tous les termes dans un méme membre ct
divisant par &, qui esl pair, elle peut s’écrire

2(1l—ad)+3(a—d)— abc=o0 {mod 8),
puis, d’aprés la condition ad — be =1,
—abc+3(a—d)—alad—1)=o0 (mod 8);
mais, b el ¢ élanl pairs el @ impair, on a
2bc = o, a?=1 (mod 8);
elle deviendra donc simplement

jla—d)=o (mod 8),
H. — II. 2
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ce qui a lieu, en effet, @ el d étant 1mpairs. Nous avons, en con-

séquence,
O+ al’ oy

(-—l) 2 TZC

i
— _
s (a*—udr 1).

» Nous oblenons ensuile, au moyen de I'expression qui a été
notre point de départ,

Bo.4(w)
1 _ =t 7
v(e) 00'1(200)’
la relation fondamentale
¢+ dw I @ —ab—1)
y [ E A9y gy B
M (a—i—bw) Y(w)e .

» On en tire les deux systémes de formnules concernant les fonc-
tions ©(w) et ¢(w) pour tous les cas que présentent les entiers a,
b, ¢, d, pris selon le module 2. Ces cas sont indiqués dans le
Tableau suivant, que j’ai donné dans mon article Sur £ Equation
du cinquiéme degré :

a b ¢ d
| t o 4] 1
... o ! 1 o
1r...... 1 1 [ 1
V... ) 1 1 T
Voo 0 1 1
Vi o 1 1 1

. . . , . . I
» En premier lieu, je change, dans I'équation (1),w en — = ct «,

b, c,denb, —a,d,— ciontrouvc ainsi

¢+ do R e rab—)
11 Y[ —5— |=0(w)e?d .
() ‘kaﬁ—btu,) ( )
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» Dans la méme équation, je remplace ensuvite © parw—1,a et ¢
par @+ b et ¢ + d; il vient

N i

(V) L‘D(C_ﬂ) — ! e® (2 et~ 13

a4+ bw Uiw) '

Passant a I’équation (11), je change wen v +1,aetcena— b el
¢ — d, ce qui donne
(T
(1V) ¢ c__ﬂ\ = o(w) e?'lb.
A+ b b(w)
. 1

» Je continue en remplacant, dans (V), o par — seta, b, cd

par &, —a, d, — c, et Jobliens

V1) ‘P( c+ r/m) _ ! ei;.‘\baﬁnh—h

a -+ bw o(w) .

» Pour avoir le systeme complet des formules cherchées, il ne
we reste plus qu'a changer dans cette équaltion w en w —1,a et ¢
en a-b et ¢+ d; on a ainsi

c+dwy  Y(w) — T
(1 V() = e
en employant I'égalité '
T ¢(w)

cp(u)—l):f;8

» Voicl mainlenant les résultats réunis et mis en regard des six
cas énumérés dans le Tablean précédent :

k1

¢+ dw) —{2—ab—1)
\ - — 8
L \'J<a+bw) Y(w)e ’
¢ =+ dw® I braeth—1)
Vi — ) = 8
I Lr‘<r1,—§~bm,) =¢(w)e ’
' ¢+ dw 7'}'((.0) — %
1 Y((L—.’—bm) T e(w) ?
v (€ Hdoy  ¢lw) ’Tﬂal;
: ¥ a+bw) T U(w) ’
¢ — dw 1 ilr(a%nbﬂ;
/ Vi 2 ) — 3
k V<a+bw)*a,(w)e ’
, %3
; cH+dw\ 1 a1
VI ¢<a+bw>_?(w)e .
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e .
» Jaid y joindre enfin les formules qui concernent la fonction

A

¢ (7). Je remplacerai a cet effet a, b, ¢, d par —c¢, —d, @, b; on

change ainsi
¢+ dw
¥ (a -+ l)w)

< ¢+ dw
o 4
\a+ bw
et aux divers cas

(1), A5, (HD), (IV), (V), (V1)

en

se substituent ceux-ci ‘ .
(5, (1), (VI), (V), (IV), (I).

» Nous avons ainsi ce second systéme de relations

¢+ dw i—ﬂxd’-\Lcd—l)
1. c?(m):q;(w)es s
. ¢+ dw I cd)
. ?(m)=‘?<°’>” ;
0 (c 4 dw \ 1 ei—;r(di—':d~1)
’ ; a—+—bw) T o(w) ’
v c+dw\ 1 e'%‘u-*—rm’—n
’ "Na+bw/  U(w) ’
v. ooy Jele) T
“\a+ bw U(w) ’
, c+dw\  Y(w) —%M
VL (\a—l—bw)*g(m)e ’

» Jobserve enfin que les deux séries de formules établies, dans
le cas ou b est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le
voll en changeant a, b, ¢, d en —a, — b, —c¢, —d. '

» Ce sont bien les résultats que j’ai indiqués et dont je me re-
proche d’avoir tant tardé a vous donner la démonstration que vous
m’avez demandée ('). Mais cette démonstration, je dois le recon-
naitre, opere peracto, ne me contenle point : clle est longue, in-

(1) Les formules précédentes n'ont pas toutles la méme forme que les formules
de la Note sur I'équation du cinquiéme degré (p. g de ce volume), mais elles se
raménent 4 celles-ci si I'on tient compte des congruences auxquelles satisfont les

entiers a, b, ¢, d. E. P.
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directe surtout; clle repose en enlier sur le hasard d’une formule
de Jacobi, oubliée et comme perdue parmi tant de découvertes
dues & son génie. Je vous 'envoie, mon cher ami, valeat quan-
tum, en vous informant que je seral revenu dans quelques jours,
el a votre disposition pour toul ce que vous aurez 3 me demander.
Et nous causerons aussi d’aulre chose que d’Analyse, nous argu-
menterons, nous nous disputerons. De ma proximité de 'Espagne
je rapporte des cigarettes d’Espagnoles; si vous ne venez pas en
fumer avec votre collaborateur d’aujourd’hui, votre professeur
d’autrefols, c’est que vous avez le ceeur d’un tigre.

» Totus tuus et toto corde.
» Cn. HERMITE. »
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