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CHAPITRE 5

Espace vectoriel : généralités

K désigne un corps commutatif R ou C. I désigne un ensemble non vide quelconque
et m un entier non nul.

5.1 Définition

Définition 5.1 Un ensemble E sur lequel on a défini une loi interne + et une loi
externe -, produit par un scalaire de K, est un K-espace vectoriel si :

— (B, +) est un groupe abélien.

— Pour tout A\, p dans K et pour tout x,y dans F,

A+ )z = Az + px, Az +y) = Az + Ay, Mpz) = Ap)z, Lo = .

Les éléments de E sont appelés vecteurs, et I’élément neutre du groupe additif
est le vecteur nul noté 0.

Remarque : Il arrive qu’on surmonte les vecteurs d’une fleche, c’est le cas parfois
du vecteur nul pour le distinguer du scalaire nul.

Exemples 5.1
— L’ensemble des vecteurs de la géométrie de I'espace usuel est un espace vectoriel
sur R; les opérations étant ’addition usuelle des vecteurs et le produit des
vecteurs par un réel.
— L’ensemble des n-uplets K™, n > 1 muni de I’addition usuelle des n-uplets

(@1, oy Zn) + W1y yYn) = (@1 + Y1,y Tn + Yn)
et du produit d’un n-uplet par un scalaire
Az, mn) = (A1, ... Azy)
est un espace vectoriel.

— L’ensemble K[X] des polynomes & coefficients dans K, ainsi que ’ensemble des
fonctions polynémes K[z], c’est-a-dire I’ensemble des fonctions P définies sur
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K par P(z) = Zakxk pour tout x € K, ou les coefficients ax sont dans K,

k=0
sont des espaces vectoriels sur K.
Soient n € N* et (ag, ...,a,) € R" avec a,, # 0.

L’ensemble des fonctions réelles définies sur un intervalle I, solutions de I’équa-
tion différentielle

any™ + an_1y™ T+ +agy =0

est un espace vectoriel sur R.
L’ensemble des polyndmes trigonométriques, c’est-a-dire I’ensemble des fonc-
n

tions P définies par P(x) = Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) pour tout réel x on
k=0
les coefficients ay et by sont réels, est un espace vectoriel réel.

L’ensemble M, ,(K) des matrices an > 1 lignes et p > 1 colonnes & coefficients
dans K.

L’ensemble F(I,K) = K! des applications d’une partie I non vide quelconque
vers K.

Si E est un K-espace vectoriel et I un sous-corps de K alors E est un L-espace
vectoriel.

SiEy ..., E, sont des K-espaces vectoriels, alors E X ... X E, est un K-espace
vectoriel pour les lois :

(x17~-~7xn)+(y1’-~-’yn) :(.131 +y1a-~-7xn+yn)’
Az, .o oymn) = (Ax1, .. AZy).

Il est appelé espace vectoriel produit.
Soit E/ un espace vectoriel sur R. Sur E x F, on définit 'addition usuelle :

(@,2") + (¢) = (@ + 2",y +9)
et la multiplication par les scalaires de C :
(a+ib) - (z,y) = (ax — by, ay + bx) .

FE x E muni de ces deux lois a une structure d’espace vectoriel sur C appelé le
complezifié de E.

5.1.1 Sous-espace vectoriel

Définition 5.2 Une partie F d’un K-espace vectoriel F est un sous-espace vectoriel
de F si:

— Og € F.
— Pour tout A € K et tout z,y dans E, x +y € F et A\x € F.

La seconde propriété dit que F' est stable par combinaison linéaire et on peut la
traduire par, pour tout A et u dans K et tout z,y dans E, Az + uy € F.
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Remarque :

La partie de R® dont les éléments (x, y, ) vérifient ax + by + cz = 0, ot a, b, ¢ sont
des réels donnés, est un sous-espace de I'espace vectoriel réel R3.

Géométriquement, dans Pespace affine usuel, muni d’un repeére, les sous-espaces
vectoriels sont les droites et les plans passant par ’origine.

i

/

Théoréme 5.3 Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel est un espace vecto-

riel.

o0
Exemples 5.2 Soit H 'ensemble des suites réelles (x,,)nen vérifiant Zxk < +o0.
H est un sous-espace vectoriel de RY. k=0
Démonstration

— H est non vide, la suite nulle étant clairement dans H.
— Soit X € H, ce qui signifie que X = (x, )nen et il existe A € R

tel que Z Tp <
Smt Y 6 H ce qui signifie que Y = (yn)nen et il existe B € R tel que

ZyiéB

S;chant que :
Va €R,VbER, (a+b)*<2(a®+0b%).

La suite X +Y = (z, + yn)neN vérifie par addition d’inégalités, pour tout
entier n, Z TE + yr)? 22 3 +y7) < 2(A+ B).

Par suite, la suite X +Y € H.
— Soit X € H, ce qui signifie que X = (z,)nen et il existe A € R tel que

Zxk Aet AeR.

La suite AX = (Azy,), oy Vérifie, pour tout entier n,

i Azy)? )\QZxk
k=0

Par suite AX € H.
— H est ainsi un sous-espace vectoriel de RY, donc aussi un espace vectoriel réel.
a
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Définition 5.4 K désigne le sous-ensemble de K formé des éléments (\;)ics &
support fini, c’est-a-dire, tels que {i € I | A\; # Ok} est fini.

Théoréme 5.5 K est un K-espace vectoriel.

Démonstration Il suffit de montrer que KD est un sous-espace de K'.
K contient le vecteur nul de K!. On rappelle que le vecteur nul est la suite
(x;)ier telle que Vi € I,x; = 0. Cette suite est bien siir & support fini.
Toute combinaison linéaire de deux familles a support fini est encore a support
fini; en effet le support est contenu dans la réunion des supports des deux familles.
|

Proposition 5.6 Soit (F});c; une famille de sous-espaces vectoriels d’un espace vec-

toriel E alors ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

Démonstration Notons F' = ﬂ F;.
iel
— Le vecteur 0 appartient a F; pour tout ¢ € I, donc 0 € F'.
— Soient z € F ety € F,parsuite Vi€ I,x+y € F;, doncx+y € F.
— Soient z € F et A\ € K, par suite Vi € I, \x € F;, donc Ax € F.
|

Exemples 5.3 n et p sont des entiers non nuls. Considérons le systeme linéaire ho-
mogene de n équations & p inconnues 1, ..., x, dans K, de coefficients a; ; € K,
oul<ig<n1<j<p:

p
Zaijszo, 1<z<n (S)
j=1

L’ensemble des solutions de (S) est un sous-espace de l'espace vectoriel KP. En effet,
p
pour tout entier ¢, 'ensemble F; = ¢ (z1,...,2p) € K I Zaijxj =0 p est un sous-

=1
n

espace de K” et ’ensemble des solutions est m F;.
i=1

Définition 5.7 Soient E un espace vectoriel et x,y des éléments de E.

y est colinéaire a x s’il existe un scalaire A € K tel que y = Ax.

Soient n € N*, y et x1,...,z, des vecteurs de E.

y est combinaison linéaire de x1, ..., x, s’il existe n scalaires A1, ..., A\, tels que :

n
Yy = Z )\kxk.
k=1
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Plus généralement : soient (u;);c; une famille de vecteurs de E et (\;);c; une famille

de scalaire & support fini, la somme E Aiu; est appelée combinaison linéaire des
iel

vecteurs u; a coefficients dans K.

Remarque : Une partie non vide F' d’un espace vectoriel F est un sous-espace
vectoriel de FE si, et seulement si, I’ est stable par combinaison linéaire.

Proposition 5.8 Soit E un espace vectoriel sur K et F' une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si :

R4,

— Y(u,v) € B2 ¥\, 1) € K2 A+ v € E.

Exemples 5.4 La partie F' = {(un) € RN|un+2 = NUp4+1 + un} est un sous-espace
vectoriel de RY.

En effet F' est non vide car la suite nulle est bien dans F.

Pour tout (A, u) € R? et tout (u,) et (vy) dans F, Mun) + p(vn) = Ay + pvg)
et pour tout n € Non a :

Apy2 + f0ny2 = A (Mup 1 + Un) + p (MU + )
=n(Mpt1 + pont1) + Aup, + poy) .

5.1.2 Sous-espace engendré

Proposition 5.9 Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel sur K. L’ensemble,
noté Vect(A), des combinaisons linéaires de vecteurs u; € A est un sous-espace vecto-
riel de FE, appelé sous-espace engendré par A.

Si A= {u;1<i<n}, Vect(4) = {Z AUk, Ak € K}.

k=1

Démonstration
— Vect(A) est non vide car A contient au moins un vecteur.
— Soient X et Y dans Vect(A) et A et p dans K; par définition, il existe deux
parties finies Jx, Jy dans I telles que X = Z Apup et Y = Z WiVl Ak [k
keJx keJy
étant dans K et uy, v dans A.
Alors AX + pY = Z AU + Z Lk vy est bien une combinaison linéaire

keJx keJy
d’un nombre fini de vecteurs de A.

— Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E et clairement A C Vect(A).
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Remarque : On peut montrer que Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel

de E contenant A. Pour cela on démontre que Vect(A4) = m F.
Fsev deFE
ACF
Théoréme et définition 5.10 n est un entier au moins égal a 2 et Fy,..., F, des

sous-espaces vectoriels de E.

n n
L’ensemble ZFk = {Zuk ‘ (u1,...,up) € F1 X -+ X Fn} est un sous-espace
k=1 k=1

vectoriel de E.

Exemples 5.5 Soit n € N*, on a Z Ki[X] = K,[X] car, pour tout entier ¢, K;[X] C
k=0
Kit1[X].

Proposition 5.11 A et B sont deux parties d'un K-espace vectoriel E. On a :
1. A C B = Vect(A4) C Vect(B).
2. A est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si, Vect(A) = A.
3. Vect (Vect(A)) = Vect(A).
4. Vect(A U B) = Vect(A) + Vect(B).

Remarque : Le point 4 s’étend a une réunion finie de parties et on a pour la fa-

n
mille de sous-espaces vectoriels F;, Vect (U, F;) = Z F;. En particulier, pour tout
i=1

(u1,...,up) € E™, Vect(uy,...,u,) = ZKui.
=1

Démonstration Nous démontrons le point 4.

Comme A C AUB et B C AU B, on a Vect(4) C Vect(AU B) et Vect(B) C
Vect(A U B) donc Vect(A) + Vect(B) C Vect(AU B).

Réciproquement, si « € Vect(A U B), il existe une famille A € KU et une famille
u;, 1 € I de vecteurs de A U B telles que = = Z)"u’ Cette somme étant finie, on
regroupe les vecteurs selon leur appartenance éﬁlet B et par suite x est somme d’un
vecteur de Vect(A) et Vect(B). O

Exemples 5.6 Soient u et v deux vecteurs d’un espace vectoriel F sur K, alors
Vect{u} = Ku et Vect {u,v} = Ku + Kuv.
Si w est colinéaire & v alors Vect {u,v} = Ku.
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5.2 Application linéaire

Définition 5.12 Soient E et I’ deux espaces vectoriels sur K.
Une application f de E vers F' est linéaire si :
— Y(u,v) € B%, f(utv) = f(u)+ f(v),
— Yue E\VAeK, f(u)=Af(u).

Vocabulaire
— On note L(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E vers F.

— Un endomorphisme de E est une application linéaire de E vers E, on note

L(E) leur ensemble.

— Un isomorphisme est une application linéaire bijective, E et F' sont dits iso-

morphes.

— Un automorphisme est un endomorphisme bijectif, on note GL(E) leur en-

semble.

— Une forme linéaire est une application linéaire de F vers K, on note E* leur

ensemble appelé le dual de E.

Exemples 5.7

— Soit Eq x -+ x E, I'espace vectoriel produit de g sous-espaces vectoriels d’'un

espace vectoriel E. L’application
p: By x -+ ><Eq—>E,(x1,...,xq)l—>in
est linéaire.
— Soient a et b deux entiers positifs non nuls. L’application

s K,[X] = K, [X]
‘ P— X?P" —(a+b—1)XP +abP

est un endomorphisme.

Conséquences immédiates

1. f(0p) =0p.

2. Pour toute famille (u1,...,u,) de vecteurs de E et toute famille (Aq, ..

scalaires,
(S = Sonse.
i=1 i=1

ce qui donne une caractérisation des applications linéaires :

Y\ u e K Vu,ve E,  f(Qu+pv)=Mf(u)+pf(v).

. An) de
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Exemples 5.8

1. Soit a € K. L’application de hy : £ — E,u +— au est un endomorphisme.
Si a # 0, h, est appelée homothétie vectorielle, hy est 'application nulle et
h1 = IdE
Pour tout o # 0, h, est un automorphisme et h* = h

Q=

Pour tous scalaires o, 8, hq 0 hg = hag = hg o hq.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. L’application ip : FF — FE,u — u est
linéaire et appelée injection canonique.

3. Soit E = D(I,R) 'espace vectoriel réel des fonctions dérivables sur un intervalle
I CcRet FF=F(I,R) 'espace vectoriel réel des applications définies sur 1.

o:E—F f f
est une application linéaire.

4. Soit E = C ([a, b],R) lespace vectoriel des fonctions continues sur [a, b].

b
¢:E—>R,f|—>/ Ft)dt
a
est une forme linéaire sur F.
5. Soit F = FE; x --- x E, un espace vectoriel produit et k un entier entre 1 et n.
pi: B — Ey, (u1,...,up) — ug

est linéaire.

5.2.1 Structure de L(E, F)

Théoréme 5.13 Soient E et ' deuz espaces vectoriels sur K.
Sotient f,g dans L(E, F) et a, B dans K, alors af + g est une application linéaire de
E vers F' et L(E,F) est un espace vectoriel sur K.

5.3 Noyau et image

Proposition 5.14 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et f € L(E, F).

1. Si E; est un sous-espace vectoriel de E alors f(F1) est un sous-espace vectoriel
de F'.

2. Si F} est un sous-espace vectoriel de F alors f~* (F1) est un sous-espace vectoriel
de E.

Démonstration

— Op = f(OE), donc Of € f(El)
Soient u',v" € f(E1) et a, B € K. 1l existe alors u,v € E; tels que v’ = f(u) et
v/ = f'(v). On a au' + Bv' = af(u) + Bf(v) = flau+ Bv), donc au’ + v’ €
f(Er).

— 0p e fTH(F).
Soient u,v € f~1(F}) et o, 3 € K. On a alors f(u), f(v) € Fy, donc f(ou +
Bu) = af(u) + Bf(v) € Fy, par conséquent au + fv € f~1(Fy). O
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Proposition 5.15 Si f € L(E,F) et A C E alors f (Vect(A)) = Vect (f(4)).

Démonstration On raisonne par double inclusion.

— A C Vect(A) donc f(A) C Vect (f(A)), or Vect (f(A)) est un sous-espace vec-
toriel de F' contenant f(A), donc il contient le plus petit sous-espace contenant
f(A), soit Vect (f(A)) C f (Vect(A)).

— Ona f(A) C Vectf(A), donc f= (f(A)) C f=1(Vectf(A)).Or A C f~' (f(A))
donc A C f~! (Vect f(A)).
Comme f~! (Vectf(A)) est un sous-espace vectoriel de E contenant A, on a :
Vect(A) C f~! (Vectf(A)), par suite f (Vect(A)) C f (f~' (Vectf(A))).
On sait par ailleurs que pour toute partie B, f (f_l(B)) C B donc :

f (f_l (Vectf(A))) C Vectf(A),
ce qui prouve la seconde inclusion :

f (Vect(A)) C Vectf(A). O

Exemples 5.9 Si (uq,...,uy) est une famille de n vecteurs de F, on a :

f (Vect(ua,...,upn)) = Vect (f(u1),..., f(un)).

Ce qui signifie que 'image d’une combinaison linéaire de vecteurs est la combinaison
linéaire des images.

Théoréme et définition 5.16
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et f € L(E, F).

1. L’ensemble f(E) = {f(u),u € E} est un sous-espace vectoriel de F appelé image
de f et noté Imf.

2. L’ensemble f~ ({0r}) = {u € E, f(u) = Op} est un sous-espace vectoriel de E
appelé noyau de f et noté Ker f.

Exemples 5.10

1. Soit ¢ : D(I,R) — F(I,R), f — f'. Ker ¢ est 'ensemble des fonctions constantes
sur I.

2. Soit ¥ = Fy x --- X E, un espace vectoriel produit et k& un entier entre 2 et
n—1.
P B — By, (u1,...,up) — uk
OnaKerpy=F) X - X Ey_1 x{0g,} X Exy1 X -+ X B, et Impy, = E.
3. Soient E un espace vectoriel sur K, f € L(E) et A € K. L’ensemble

Ey={u€E, f(u) = Au}

est un sous-espace vectoriel de E. En effet, E) est le noyau de I'application
linéaire f — Mdg.
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Exercice Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, f € L(F, F) et A, B deux sous-
espaces vectoriels de E tels que f(A) C f(B). Montrons que A + Ker f C B + Ker f.

Prenons z € A+ Ker f. Il existe a € A et u € Ker f tels que z = a + u. f(z) =
fla) € f(A) C f(B). 1l existe donc b € B tel que f(z) = f(b), soit f(x —b) =0 et
x—b € Ker f. On a montré que x = b+ Ker f € B+ Ker f.

Proposition 5.17 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € L(E, F).
— f est injective si, et seulement si, Ker f = {0g}.
— f est surjective si, et seulement si, Im f = F'.

Exemples 5.11

— L’application linéaire D : C'(I,R) — F(I,R),f + D(f) = f n'est pas
injective car Ker D est I’ensemble des fonctions constantes sur 1.
Elle n’est pas surjective, car Im D = C°(I,R) ; en effet, g € F(I,R) appartient
4 Im D ¢'il existe f € C'(I,R) telle que f' = g, ainsi g est continue sur I et
g € C%I,R).
Réciproquement, si g est continue sur I alors elle admet au moins une primitive
f dont la dérivée est continue, donc f € C'(I,R).

— Soit f 'endomorphisme de E = R,,[X] défini par f(P) =P — P’

f est injective : Ker f = {0}, en effet si P € Ker P et si P # 0 alors degP’ <
degP ; on en déduit que deg(P — P’) = degP ce qui montre que P # 0. Par
conséquent Ker f = {0} et f est injective.

f est surjective : On n’utilise pas ici la théorie de la dimension qu1 serait

immédiate. On donne QQ = Zka k ¢ E. On détermine P = ZakX k

k=0 k=0
vérifiant :

Zaka Zkaka 1 Zbkxk

ce qui revient a :

I
—

n

(ak — (k+ 1)ak+1X + ap X" = Zkak
0

B
I

Par suite, nous avons un systéme échelonné d’inconnues (ag, ..., a,) :

=b
{ak—(k—i-l)akH =b, Vke [[O,n—l]]

Ce systéme admet une unique solution obtenue de proche en proche en
allant de 'indice n a 0.
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5.4 Somme directe

Définition 5.18 Soit (F})1<ign une famille de sous-espaces vectoriels de E.
n

Le sous-espace F' = E F; est en somme directe si tout vecteur u € F s’écrit de
i=1 n
maniére unique sous la forme u = E u; ou u; € Fj.
=1

La somme F est alors notée F = @FZ
i=1
Le vecteur u; est appelé la composante de u selon F;.

Remarque : Sachant que 'application ¢ : Fy X -+ X Fj, = F, (u1,...,U,) — Z Uk

est linéaire, la définition revient a dire que ¢ est un isomorphisme de K—espaces
vectoriels.

Théoréme 5.19 Une famille (F;)1<i<n de sous-espaces vectoriels de E est en somme
directe si, et seulement si, l'une des propositions suivantes est vérifiée :

1. V(ug, ... up) € F1 X - - X Fyy, (Zui:0:>u1:~-~:un:0>.

k
2. Vk e [1,n —1], (Z F) N Fey1 = {05} .
=1

Démonstration "

1. Supposonb que la somme Z F; soit directe. Prenonb (u1,...,up) € Fyx---xF,

telle que Zuz =0, on salt par ailleurs que Z O, = 0, alors par unicité de la

i=1 i=1
décomposition on a Vi,u; = 0p, =0 = 0.

Réciproquement, supposons que :

V(ul,...,un)€F1><~-~><Fn, (Zuz:0:>u1::un:0>

et supposons qu'un vecteur de E F; se décompose de deux maniéres au moins.
On a alors : i=1

n n
Zui:Zvi, ’LLZ‘GFZ‘,’UiGFi
=1

i=1
Z(uz - ’Ui) =0.

Par conséquent, pour tout i < n, u; = v;, ce qui prouve 'unicité de la décom-
position.
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k
2. Soit k € [1,n—1] etu € (Z Fz> NFj41, il existe alors des vecteurs u; € Fj, i <
i=1
k ' k
k + 1 tels que u = Zuz = Uk41, par suite Zuz — ugy1 = 0p et d’apres 1, on
i=1 i=1
au; =0 pourtoutt < k+1etu=0.

k
Réciproquement, supposons Vk € [1,n — 1], (Z Fz> ﬂFk+1 = {0g}, et
i=1

n
prenons u; € F;, 1 < i < n tel que Zuz =0.
i=1

n—1 n—1
Onau, = Z(—ul) cF, ﬂ (Z Fl> = {0g}, et donc u,, = 0, puis on réiteére
i=1 i=1

cette démarche et on obtient de proche en proche u; = 0 pour tous les entiers 1.

O

Exemples 5.12 Dans K", les sous-espaces F' = {(xl, oo xp) €K™ sz = 0}
i=1
et G =Ku,ouu=(1,...,1), sont supplémentaires.

En effet si x € FNG, il existe (z1,...,2,) € K" et A € K tels que sz =0et
i=1
Vi € [1,n],z; = A. On trouve facilement que A = 0 et donc = = 0.

5.4.1 Sous-espaces supplémentaires

Définition 5.20 Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires si E = F @ G.

Remarque : F' et G sont supplémentaires si, et seulement si, tout © € E s’écrit de
fagon unique u = ug +ug ot (u1,u2) € FXG ou encore, si, et seulement si, FNG = {0}
et E=F+G.

Exemples 5.13

— Soit P € K[X] de degré n + 1 ou n € N. L’idéal (P) engendré par P est un
sous-espace vectoriel de K[X]. On a K[X] = (P) ® K,,[X]. En effet, pour tout
polynéme A € K[X] il existe, par la division euclidienne, un unique polynéme
Q € K[X] et un unique polynéme R € K,,[X] tels que A= QP + R.

— En particulier, dans 'espace vectoriel réel £ = R[X]. By = (X? + 1)R[X] le
sous-espace des polynémes multiples du polynome X2 + 1 et Fy = Ry[X] le
sous-espace des polyndémes de degré inférieur ou égal a 1.

OnaR[X]|=FE, @ E;.

— Soient F = F(R,R) I'espace vectoriel réel des applications de R vers R, E;
le sous-espace des applications paires et Fo le sous-espace des applications
impaires. F/ est somme directe de E; et Fs.
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En effet, pour toute application f, et tout x € R, on a

F@) = 5 (F@) + F(=2) + 3 (F(=) ~ f(=2),

N =

ou I’ application x % (f(z) + f(—z)) est paire et x % (f(z) = f(—x)) est
impaire.
En outre, si f € E1 N Es, on a, pour tout x € R, f(—z) = f(z) = —f(x), par
conséquent, Vo € R, f(z) = 0 et donc f est la fonction nulle sur R.

— On montre de fagon similaire que ’espace vectoriel M,,(R) est somme directe
du sous-espace des matrices symétriques et du sous-espace des matrices anti-

symétriques.

On admettra le théoréme suivant dont la démonstration nécessite 'axiome du choix.

Théoréme 5.21 Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E il existe
au moins un sous-espace G tel que E = F ® G. G est appelé sous-espace supplémen-
taire de F'.

Remarque : En dehors des sous-espaces E et {0}, il n’y a jamais unicité du supplé-
mentaire.

Exemples 5.14 Soit E = C([0,1],R) lespace vectoriel réel des applications conti-
nues de [0,1] vers R. Soit F' le sous-espace vectoriel des fonctions f € E vérifiant

1
/ f(t)dt = 0, déterminons un supplémentaire G' de F.
0
Soit ¢ € E, s’il existe (f,g) € F x G tel que ¢ = f + g alors :

/Olw(t)dt = /Olf(t)dt—i—/olg(t)dt = /Olg(t)dt.

1 1
Par suite si nous posons f = ¢ — / p(t)dt et g = / (t)dt, on a une solution. Par
0 0

suite, si nous prenons pour G les fonctions constantes sur [0,1], on a E = F + G. On
vérifie facilement que F NG = {0}.

Exercice Soient E un espace vectoriel sur K et f € L(FE). Ker f admet un supplé-
mentaire G. Montrons que G et Im f sont isomorphes.

La restriction de f a G, notée fg est une application linéaire de G vers Im f.

fa est injective. En effet, pour tout = € Ker fg, on a fg(z) = f(z) =0et x € G. Par
suite « € Ker f NG = {0} donc Ker fo = {0}.

fa est surjective. Pour tout y € Im f, il existe x € E tel quey = f(z); or x = 2’ + 2"
avec 2’ € Ker f et 2/ € G, donc y = f(z' +2") = f(2").

Par suite y € f(G) = fa(G).
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5.5 Anneau des endomorphismes

Théoréme 5.22 Soit E un espace vectoriel sur K.

(L(E),+,0) est un anneau non commutatif d’unité Uapplication Idg. En outre cet
anneau n’est pas intégre.

L’ensemble des endomorphismes inversibles GL(E) est un groupe pour la loi o, non
commutatif en général.

Démonstration
— On sait que (L(E), +) est un groupe commutatif, car (L(E), +, -) est un espace
vectoriel sur K.
— La loi o est une loi interne, en effet, pour tout f, g dans L(F), pour tout u,v
dans F et tout «, 8 dans K, on a :

go flau+ Bv) =g (af(u) + Bf(v)) linéarité de f
=ago f(u)+ Bgo f(v)) linéarité de g.

— La loi o est toujours associative et Idg en est un élément neutre.
— La loi o est distributive par rapport a la loi 4. En effet, pour tout f, g, h dans
L(E) et tout w dans E, on a :

fo(g+h)(w) = f(g(u) +h(u)) par définition de I'addition des fonctions
= f(g(u)) + f(h(u)) linéarité de f,

donc
fo(g+h)=fog+ foh

On montre de fagon analogue, mais la linéarité n’intervient pas, que :
(9+h)of=goh+hof.

— Soit f € L(E). [ est inversible §'il existe g € L(F) telle que fog=go f =1dg
ce qui revient a dire que f est bijective d’application réciproque g.
On sait d’autre part que les éléments inversibles d’'un anneau forment un
groupe, par suite (GI(E), o) est un groupe.

— Pour voir que L(F) n’est pas integre en général, il suffit de prendre E =
FEq1 x E5 le produit de deux espaces vectoriels sur K. Les endomorphismes
[ (ur,u2) = (u1,0) et g : (ug,u2) — (0,uq) vérifient fog =0 ou 0 désigne
I’endormorphisme nul.

O
5.5.1 Itérés d’un endomorphisme
Définition 5.23 Soit f € L(E).

fOZIdEaflzfa Vn)?,f”:foof
—

n facteurs



5.5 ANNEAU DES ENDOMORPHISMES 213

Proposition 5.24 Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent.
Pour tout entier n € N, on a :

1. Ker f* c Ker f*! et Im "t C Im f™.
2. (fog)" =f"og"

3. (f+9" = Z (Z) fFo g™ cest la formule du binéme.
k=0

n—1
4. f"—g" =(f—9) (kaogn_l_k> pour n > 1.
k=0

Démonstration Démontrons 1, les autres propriétés étant relativement triviales.
Soit u € Ker f", on a alors f™(u) = 0 dou f""(u) = f(f"(u)) = f(0) = 0 et
u € Ker fo,

Soit v € Im f™*! il existe alors u € E tel que v = f"(u) = f™ (f(u)), ainsi v est
I'image de f(u) € F par I'endomorphisme f™ donc Im f"** C Im f". |

Proposition 5.25 Soient f et g deux éléments de L(E). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

— go f=0.

— Im f C Kerg.

Démonstration Supposons que go f = 0.
Pour tout v € Im f, il existe u € E tel que v = f(u) alors g(v) = g (f(u)) = gof(u) =
et on en tire que v € Ker g.

Supposons que Im f C Ker g.
Pour tout w € E, f(u) € Im f C Kerg, donc g (f(u)) = 0, par conséquent g o f est
I’endomorphisme nul. O

Définition 5.26 Soit f € L(F).
— f est idempotente si f? = f.
— f est nilpotente s’il existe un entier n > 0 tel que f™ = 0. Le plus petit entier
n vérifiant cette proposition est appelé indice de nilpotence de f.

Exemples 5.15

1. Soit f un endomorphisme nilpotent non nul. 1l existe par conséquent un entier
n > 1 tel que f® = 0. Montrons que Id — f € GL(FE). Sachant que f et Id

commutent, on a :
n—1
Id=Id— f*=(Id— f)o (Z )

n—1 k=0
(Zf)oad )

Par conséquent Id — f est inversible d’inverse Z f*.
k=0
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2. Montrons que I’'endomorphisme f € £ (K,[X]),P — f(P) = P — P’ est inver-

sible.
Notons g ’endomorphisme P — P’. On a alors f = Id — g. g est un endomor-
phisme nilpotent d’indice n + 1, donc "' = 0. On montre comme ci-dessus
que :

fl={d-g)” Zg , soit VP € K,[X] ZP(k)

k=0

ott P®) désigne la k-ieme dérivée du polynome P.

. Soit f € L(E) vérifiant f2 = f et f # 0. Montrons que E = Ker f ® Ker(f —Id).

Ker f et Ker(f — Id) sont des sous-espaces vectoriels de F en tant que noyaux
d’applications linéaires.

Siu € Ker f NKer(f —1d) alors f(u) =0 et f(u) —u =0 donc u = 0 par suite
Ker f NKer(f —Id) = {0}.

Pour tout u € E, on a u = f(u) + (u— f(u)). Or f(u) € Ker(f —Id) car
(f = 1d) (F() = f(u) — (W) = fu) — f(u) = 0 et u— f(u) € Ker f car
F (= F()) = f(u)—f2(u) = f(u)~ f(u) = 0. Par suite F = Ker f+Ker(f—Id),

5.6 Endomorphismes remarquables

FE désigne un espace vectoriel sur K.

5.6.1 Homothétie vectorielle

Définition 5.27 On appelle homothétie vectorielle de E de rapport A € K*, ’endo-
morphisme de F défini par h = AId.

Proposition 5.28

1. Pour tout A et pn dans K, on a hyoh, =h,ohy = hy,.

2. Une homothétie vectorielle commute avec tout endomorphisme de FE.
3.
4

Pour tout A € K*, hy € GL(E) et hy' = hy.

. I’ensemble des homothéties de E, H(F) est un sous-groupe commutatif de

(GL(E), o).

5.6.2 Projection vectorielle

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de l'espace vectoriel E sur K :
E=FadG.

Pour vecteur u € E il existe un unique vecteur v’ € F' et un unique vecteur v” € G
tel que u = v’ +u”.
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Définition 5.29 On appelle projection vectorielle sur F' parallelement a G 'applica-
tion :
!

p:E— Eu—plu)=1u.

On définit de fagon analogue la projection vectorielle ¢ de F sur G.

Théoréme 5.30

1. p est un endomorphisme de E vérifiant p*> = p.
En outre, Imp = Ker(p — Id) et Kerp = G.

2.q=Id—p,¢>=qetqop=poq=0.

5.6.3 Projecteur

Définition 5.31 On appelle projecteur de I'espace vectoriel E sur K tout endomor-
phisme vérifiant :

A=
Exemples 5.16 Une projection vectorielle est un projecteur.

Théoréme 5.32 Si f est un projecteur de E alors :
1. E=Kerf&Imf,

2. f est la projection vectorielle sur Im f parallélement a Ker f.

La démonstration a été vue plus haut.

5.6.4 Symétrie vectorielle

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de l’espace vectoriel F sur K :
E=Fa3aG.

Pour tout vecteur u € E, il existe un unique vecteur v’ € F et un unique vecteur
u” € G tels que u = u' +u”.
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Définition 5.33 On appelle symétrie vectorielle par rapport a F' parallelement a G
I’application :

s:E— Eur s(u)=u —u”.

Théoréme 5.34 L’application s est un endomorphisme de E tel que s* = 1d.
En outre, F' = Ker (s — Id) est le sous-espace des vecteurs invariants et G = Ker (s + 1d).
St p désigne la projection sur F parallélement ¢ G, on a :

s =2p—1d.

Démonstration
— Soient u et v dans E, il existe alors u’, v’ dans F et v”,v” dans G, tous uniques
/ 1 / "
telsqueu=u"+u et v=v" +0v".0Ona:

s(u+v)=s((u +0")+ W +0"))
= (0 + ) — (u" + ")
= s(u) + s(v)

et de maniere analogue, YA € K, s(Au) = As(u).
Pour tout u € E, on a : s%(u) = s(u' —u”’) =u' +u" = u.

— Les vecteurs invariants : Dire que s(u) = u revient & dire u € Ker (s — Id),
d’autre part s(u) = u revient a dire v’ — v’ = v’ + u” soit v’ = 0, par suite
les vecteurs invariants sont les vecteurs de F'.

— Dire que u € Ker (s +Id) revient & dire s(u) = —u, c’est-d-dire u’ — u” =
—u' — " soit u’ = 0. Par suite Ker (s +Id) = G.

— Pour tout u € E, on a s(u) +u = (v —u”’) + (' +u") = 2u" = 2p(u), ainsi
s =2p—1d.

(|
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Théoréme 5.35 Soit f un endomorphisme de E vérifiant f*> =1Id alors :
1. E=Xer(f —1d) @ Ker (f +1d),

2. f est la symétrie vectorielle par rapport a F = Ker (f —1d) parallélement d
G = Ker (f +1d).

Démonstration

— Soit w € Ker (f —Id) N Ker (f +1d), alors f(u) = v = —u donc u = 0 et
Ker (f —Id) nKer (f +1d) = {0}

— Par analyse et synthése, mais on a le droit de connaitre le résultat, on montre
que, pour tout u € E, on a :

1

1
w= s+ () + 5 (= f(w).

On vérifie que f (% (u+ f(u))) = % (f(u) + f2(u) = % (f(u) + u), par suite,
1

3 (u+ f(u)) € Ker (f —Id) et de maniére analogue on a :

%(u—f(u))eKer(f—kId).

1 1
— Pour tout u = 5 (u+ f(u)+ 3 (u— f(u)) € F+ G, on a alors :

f(u)

Il
NN =N =
—~~
=
<
S—

+
£
+

ce qui prouve que f est la symétrie vectorielle par rapport & F' parallélement
aG. ]

5.6.5 Affinité vectorielle

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de l’espace vectoriel F sur K :
E=F®G.

Pour tout vecteur u € E, il existe un unique vecteur v’ € F et un unique vecteur
u” € G tels que u = u' +u”.

Définition 5.36 Soit o € K. L’application f : E — E,u > u + au” est appelée
affinité vectorielle par rapport a F parallelement a G et de rapport a.
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Théoréme 5.37 Toute affinité f de E est un endomorphisme et

f=p+aq

ot p et q sont les projecteurs respectivement sur F' et G parallélement a respectivement
G et F.

Exemples 5.17 Soit f € L(E) tel que f —4f + 3Idg = 0. Montrons que f est une
affinité.
On a F =Ker(f —3ldg) ® Ker (f —Idg). En effet :
— Pour tout z € Ker (f — 3Idg) NKer (f —Idg), on a f(x) = 3z = x donc x = 0.
— Tout « € E se décompose sous la forme :

1 1
7= 5 (= f@) + 5 (f@) - )

avec 3z — f(z) € Ker (f —Idg) et f(z) — 2z € Ker (f — 3Idg).
Par suite tout € E s’écrit de maniére unique * = u +v € Ker(f —Idg) &
Ker (f — 3Idg).
On a f(u) =wuet f(v) = 3v. Ce qui prouve que f est une affinité de rapport 3 par
rapport & Ker (f — idg) parallelement & Ker (f — 3idg).
Plus généralement, si o # 1 est un scalaire et f un endomorphisme vérifiant :

2= (1 +a)f +aidg =0,

alors f est une affinité de rapport a.

5.6.6 Somme directe et projecteurs

Le théoréme suivant donne une méthode pour construire une application linéaire d’un
espace vectoriel F vers un espace vectoriel F'.
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Théoréme 5.38 E et F' sont des espaces vectoriels sur K. q est un entier au moins
égal a 2.

q
Si E = @Ei, et si, pour tout i € [1,q], fi € L(E;, F), alors il existe une unique

i=1
application f € L(E, F') telle que la restriction de f a E;, fig, = fi pour touti € [1,q].

Démonstration q
— Si f existe alors pour tout u € E, u = Zuz ot (u1,...,uq) € E1 X --- x Eg.
Comme f est linéaire : i=1
q q
Fw) =" flu) = filw) car fig, = fi.
i=1 i=1
— Siu € Fetu= Zul, en posant f(u Zfz (u;), on définit bien une

i=1
application de F Vers F elle est unique car la décomposition de = est unique.

En outre f est linéaire :

q

Soient u et v dans E. u = E Ui, V= E v; ol (U1, ...,uq) et (v1,...,vq) sont
i=1 i=1

dans By x --- x Ej.

q
Onaalorsu—i—v:Z(ui—i—vi) ou (U1 +v1,...,ug + ) € E1 X --- X Ey et

i=1
q

pour tout A € K, A\u = Z()\uz) ot (Aui,..., uq) € Eq x--- x Ey.
i=1

q q
f(U+U) Z Uz"'vz Z fl Uq +fl Ul))
i =1

&
Il
-

M“ i M@

Uz +Zfzvz = +f()

fi(Aug) Z)\fzuz—)\<2fluz>:)\f(u). O

Corollaire 5.39 Deux applications linéaires, égales sur chacun des espaces d’une
décomposition en somme directe, sont égales.

fwu) =

1

.
Il

Exemples 5.18
q
1. On reprend les notations du théoreme. E = @Ei, et pour tout i € [1,¢], on
i=1
définit le projecteur associé a la décomposition p; € L(E) par p;(u) = u;. On a :

q
p? =pi,Imp; = E; et Kerp; = @ E;.
j=1j#i
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(a) Sii # j et k dans [1,q], (pi ©pj)|E, = 0, ou 0 est I'application linéaire
nulle de E}, vers F, par conséquent, par le théoreme, on a :

piop; = 0.

i=1

q
(b) Pour tout j dans [1,q], et tout u; € Ej, <2p1> (uj) = u; donc la

q

restriction de (Z pi> a IJ; est 'application identité de F; vers E, par
i=1

suite :

q
Zpi =Idg.
i1

2. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Considérons
Pendomorphisme f de E tel que Vu € F, f(u) = u et Yu € G, f(u) = —u. f est
alors parfaitement déterminé; soit uw = v’ +v" € F@&G, on a alors f(u) =u' —v
et f est la symétrie vectorielle par rapport a F' de direction G.

Les propriétés f2 = Id et f = 2p — Id se vérifient facilement sur F et G donc
elles sont établies sur FF @ G = E.

5.7 Exercices

Exercice 5.1 :
Soit C I’ensemble des suites réelles convergentes.

a. Montrer que C est un espace vectoriel sur R.
b. Soit Cy le sous-espace des suites convergentes vers 0. Montrer que C = Cy @ R.

Exercice 5.2 :
Soit £ un espace vectoriel sur R et soit A I’ensemble des endomorphismes f de E
tels que f2 — 7f 4+ 12Idg = 0.

a. Montrer que A est non vide.
b. Montrer que tout élément de A est un automorphisme.
¢. On suppose que f € A.

(i) Vérifier que p = f — 3Idg est un projecteur de E.

(ii) Montrer qu’il existe a € R* tel que ¢ = a(f — 4Idg) est un projecteur non
nul de E.

(iii) Que peut-on dire de po ¢, de gop, de p+q?
(iv) En déduire que :

E =Ker(f — 31dg) @ Ker(f — 41dg).

(v) Déterminer f" en fonction de p et de ¢ (n € N*), puis en fonction de f.

(vi) Calculer f™ lorsque n < 0.
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Exercice 5.3 :
Soit F un K-espace vectoriel et soit © un endomorphisme de F.

a. Montrer que :
E =Ker(u) + Im(u) <= Im(u) = Im(u?).
b. Montrer que :
Im(u) N Ker(u) = {0} <= Ker(u) = Ker(u?).
c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que :
E =Im(u) @ Ker(u).

Exercice 5.4 :
Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel E tels que Imp C Kerg.

a. Montrer que r = p+ ¢ — p o ¢ est un projecteur.
b. Déterminer Kerr et Imr en fonction des noyaux et images de p, g.

Exercice 5.5 :
Soient E un espace vectoriel et L, M, N trois sous-espaces vectoriels de F.

a. Montrer que (LN M)+ (LNN)C LN (M + N).
b. Montrer que 'inclusion est stricte.
Exercice 5.6 :
Soit E = K[X], 'espace vectoriel des polynémes & coefficients dans K. Soient ¢
et 1 les endomorphismes de E définies par p(P) = P’ et )(P) = X P.
a. Les applications ¢ et ¥ sont-elles injectives 7
b. Les applications ¢ et 1) sont-elles surjectives ?
c. Les applications ¢ et 1 sont-elles bijectives ?
Exercice 5.7 :

Soient F/ un espace vectoriel et v un endomorphisme de E tel que Keru = Imu
et S un supplémentaire de Imu : £ = 5 @ Imu.

a. Montrer que pour tout z € E, il existe un unique couple (y,z) € 5% tel que
z=y+u(z).
On pose alors z = v(x) et y = w(x).
b. Montrer que v est linéaire et calculer u o v + v o u.
c. Montrer que w est linéaire et calculer u o w + w o u.
u est un endomorphisme de E tel que u? = 0 et on suppose qu'il existe v € L(E) tel
que uov+vou=Idg.

d. A-t-on alors Keru =Imu?

e. Construire un endomorphisme non nul u de R?® tel que u? = 0 vérifiant Imu

contenu strictement dans Kerw. Préciser un endomorphisme simple w tel que
Uow+wou=u.
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Exercice 5.8 :
n est un entier naturel tel que n > 2.

Soient F un espace vectoriel sur K et (Hy, ..., H,) une famille de sous-espaces
vectoriels telle que leur somme soit directe. Soient (F4, ..., F,) une autre famille de
sous-espaces vectoriels telle que, pour tout i € [1,n], on ait F; C H;.

a. Montrer que la somme des sous-espaces F; est directe.
b. Montrer que, si Hy & ---® H,, = F; ®--- & F, alors, pour tout i € [1,n], F; = H;.

Exercice 5.9 :

a. Soit E un espace vectoriel. Soient f et g deux endomorphismes de F qui com-
mutent.

Montrer que le noyau et I'image de f sont stables par g.

b. Dans cette question, on suppose que g est une projection d’image F' et de noyau G.

Montrer que, si F' et G sont stables par f, alors fog=go f.

Exercice 5.10 :
) ) , ) fog=f
Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer que s
goeJ =g

si, et seulement si, f et g sont des projections de méme noyau.

Exercice 5.11 :

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Pour tout z € E, la famille
(z, f(z)) est liée.

Montrer que f est une homothétie.
Exercice 5.12 :

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que f2 = f et
go f=0.

Montrer que Im(f 4+ ¢g) =Im f + Img.

5.8 Corrigé des exercices

Corrigé de ’exercice 5.1 :

a. F = C est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel RY. En effet, la suite nulle
est dans F et les propriétés de la limite de suites convergentes montre la stabilité
de F' par combinaison linéaire.

b. Soit (un)nen une suite convergente vers un réel a, alors, pour tout entier n, en
posant v, = u, — a, on obtient u, = v, + a, ou (v,) € Cy et bien str a € R.

Enfin si (uy) € Co NR alors (u,) est une suite constante de limite nulle donc (uy,)
est la suite nulle.
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Corrigé de I’exercice 5.2 :

a. Les endomorphismes 3Idg et 4Idg sont des éléments de A.

~1 ~1
b. Si f vérifie f2—7f+12Idg = 0 alors fo <ﬁ(f—7IdE> = (ﬁ(f—ﬂdE)of:

—1
Idg ce qui prouve que f est bijective et f~! = E(f — 7ldg).
¢. On prend f € A.

(i)

Ona:

p? = (f—3ldg)* = f2—6f+91dg
= 7f — 121dg + (—6f + 91d)
= f - SIdE = D.

Donc p est un projecteur.

Pour que ¢* = a®(—f + 4ldg) = ¢ = f — 4idg il suffit que —a® = a soit
a = —1. Ainsi ¢ = —f + 4Idg est un projecteur de FE.

Onapog=qop=0etp+q=1I1dg.

— Pour tout x € E, la derniére relation montre que x = p(z) + q(z).

— La relation p o ¢ = 0 est équivalente & Imq C Kerp et g o p = 0 revient
a dire que Imp C Kerg. Par conséquent p(z) + g(z) € Kerq + Kerp =
Kerp + Kerg. On a :

E Cc Kerp+ Kerg.

L’inclusion réciproque est évidente et ¥ = Kerp + Kerq.
— Soit z € Kerp N Kergq alors f(z) = 3z = 4z donc « = 0.
— On a démontré que E = Ker p @ Ker g. On retrouve le lemme des noyaux.

On a vu que p et ¢ commutent. Sachant que f = 4p 4 3¢, par la formule du

bin6éme, on a :
n . n n— n—
= Z (k>4k3 Fpkgn k.
k=1

Or, pog =0, p*> = p et ¢*> = ¢, donc, pour tout entier n € N*,
M =4"p+3"q.
Par suite, avec les définitions de p et ¢, on a :
fr=4"(f = 3ldg) = 3" (f — 4ldg),
qu’on peut écrire :
ff=@4"=-3"f+(4x3"-3x4")1dg,

relation vraie aussi pour n = 0.
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(vi) Sachant que f est bijective, et que (f —3Idg) o (f — 4Idg) = 0, on obtient
en composant par f~* & gauche puis & droite :

<f1 - %IdE> o (f1 - %IdE> =0,

de sorte que, en utilisant les démarches ci-dessus et en faisant quelques efforts
de calcul, avec les projecteurs p = 4ldp —12f ' et ¢ = 12f ' —3Idg et n > 0,
on obtient : 1 1

-1 _ * -
f = P+34

d’ou : Y 1 n 1 n
= (3) e (5) v
Corrigé de I’exercice 5.3 :
Pour tout endomorphisme u de E, on a Imu? C Imu et Keru C Ker u?.

a. — Supposons E = Keru + Imu. Soit z € Imu. Il existe y € E tel que z = u(y).
Par hypothese, il existe y; € Imwu et y2 € Keru tel que y =y; +y2 et on a:

r=u(yr +y2) = u(y1) +u(y2) = u(y1).

Or, comme y; € Imu, il existe z € F tel que y; = u(z) et on a z = u?(z) ce
qui signifie que z € Imu? et donc Imu C Imu? et sachant que Imu? C Imu,
on a l’égalité.

— Réciproquement, supposons que Im u? = Im u.
Soit z € E, alors u(z) € Imu = Imu?. On en déduit qu'il existe y € E tel
que u(z) = u?*(y). On a u(z —u(y)) = 0, donc x — u(y) € Keru. En posant
z=x—u(y), =z 4+ u(y) € Keru + Imu. Finalement :

F =Keru + Imu.

b. — Supposons Im uNKeru = {0}. On sait que Keru C Keru?. Soit 2 € Keru?, on a
u?(z) = 0 donc u(x) € Keru. Mais u(x) € Imu. On a u(x) € ImunKeru = {0}

donc u(z) = 0 et = € Keru, ce qui prouve que Keru? C Keru. On a montré

que Ker u = Keru?.

— Réciproquement, supposons que Keru = Keru?. Soit € Imu N Keru. 11
existe y € E tel que z = u(y) et u(z) = 0. Par suite u*(y) = 0 et ainsi
y € Keru? = Keru. On a z = u(y) = 0. On a montré que Imu N Keru = {0}.

Imu? =Imu

c. Finalement F = Keru @ Im u si, et seulement si, 9 .
Keru® = Keru

Corrigé de ’exercice 5.4 :
a. Comme Imp C Kerg, on a ¢ op = 0. Nous allons noter pg ’endomorphisme p o q.
On a, sachant que p?> =p,¢> = ¢, qp=0:
2 =(p+q-pg) (p+q-pg)
=p* +pq —p*¢+qp + ¢ — qpg — pap — pa® + papq
=p+pg—pqg+q—pg=r

et r est bien un projecteur.
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b. — Si z € Kerp N Kerg, alors x € Kerr, donc Kerp N Kerg C Kerr. Montrons

Iinclusion inverse.
On remarque que pr = p2 =pet qgr = q2 = ¢, par conséquent Kerr C Kerp et
Kerr C Kerq, donc Kerr C Kerp N Ker g ce qui montre que :

Kerr = Kerpn Kerg.

Comme 7 = p+ q — pg, on a Imr C Imp + Imq. Réciproquement, soit = €
Imp + Img, il existe 1 € Imp et x5 € Imq tel que x = x1 + z2. On a alors,
p(x) = p(z1) + p(x2) = 21 + p(w) car p* = p, puis g(x) = g(z1) + g(a2) = 22
car ¢> = q et gp = 0, enfin pg(x) = pq(z1) + pg(x2) = p(x3). Finalement, on a,
pour tout z € E :

r(xz) =1 + p(x2) + x2 — p(x2) = .

Il en résulte que z € Imr.
On a aussi ImpNIm g = {0} car Im p C Ker q. En effet, si 2 € ImpNIm q alors
q(z) = 0, mais il existe 2’ € E tel que 2 = ¢(2') donc q(z) = ¢*(2') = q(2') =
z = 0. On a montré que :

Imr =Imp @ Img.

Corrigé de ’exercice 5.5 :

a.

Soit z € (LNM)+(LNN). Il existe z; € LNM et z2 € LN N tels que = z1 + 2.
Comme x1 et x5 sont dans L, sous-espace de F, on a x = 1 + z2 € L. En outre,
comme x1 € M et zo € Nyonax =x1+x2 € M+ N, par suitex € LN (M + N),
ce qui donne l'inclusion.

Prenons E = R?, L = {(z,0) | z € R},
M={0,y) |yeR} et N={(z,2) | xr € R}. On a:

LNM={0} e¢ LNN = {0} donc (LNM)+ (LNN)={0}.

Puis M + N =R? et LN (M + N) = L, ce qui prouve que l'inclusion peut ne pas
étre une égalité.

Corrigé de I’exercice 5.6 :

— Ker ¢ est I’'ensemble des polynémes constants, donc elle n’est pas injective et

par conséquent elle ne peut étre bijective.
Par contre ¢ est surjective puisque tout polynéme admet une primitive poly-
némiale.

— Pour tout polynéme non nul P, on a deg (¢(P)) = deg P + 1. On en déduit

que le polynéme 1 n’a pas d’antécédent et 1 n’est pas surjective. Si P € Ker ¢
alors X P = 0, ce qui est impossible sauf si P = 0, donc v est injective.

— On remarque que le théoréme sur les endomorphismes d’espace vectoriel de

dimension finie qui dit qu’une application injective ou surjective est aussi bi-
jective est faux en dimension infinie.
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Corrigé de I’exercice 5.7 :

a. Existence : On a £ = S @ Imu, par suite, pour tout x € E, il existe y € S et
t € Imu tels que x = y + ¢. Comme ¢ € Imu, il existe a € E tel que t = u(a).
Mais il existe z € S et b € Imu = Keru tels que a = z + b, donc t = u(a) = u(z).
Finalement, pour tout z € F,

r=y+u(z), (y,2)€ S2.

Unicité : Siz = y'+u(2’) avec (i, 2') € §?,alors y—y' = u(z’'—2) € ImunS = {0}.
Il en résulte que y —y’ = 0 et 2’ — 2 € Keru. Il s’ensuit que 2z’ — 2z € SN Keru =
SNImu={0}. On a ainsiy’ =y et 2’ = z.

b. — Montrons la linéarité de v. Soient z et z’ dans E qui s’écrivent = y + u(z) et
' =y +u(z') et soit \ € K. On a :

Ar! = MY+ () = (y+ Ny %
M =y +u(z) + M () = (Y + \y) Fu | 2+ Az
es €s

D’autre part, z = v(x),2’ = v(2') et 2 + Az’ = v(z + \2’), par conséquent,
I'unicité de la décomposition entraine que v(z) + \v(z') = v(z + A2’) et v est

linéaire.
— Soit = y + u(2). On sait que z = v(z) et Keru = Imu donc u? = 0. Par
conséquent :

(uov+wvou)(x) =u(z)+vou(x)=u(z)+vou(y).

Comme y € S et sachant que u(y) = 0+ u(y), on a par définition de v et w que
y=v(u(y)) et 0 =w (u(y)), on en déduit que :

u(z) +vouly) =u(z) +y =

On a ainsi :
uov+wvou=Idg.

c. — Pour la linéarité de w, on reprend les calculs vus dans b.

z+ X =W+ N )tu|z+2 ],
~—— ~——
€S es
or y+ Ay = w(z) +  w(z") et (y +\y') = w (z + A\z’) et 'unicité de la décom-
position nous donne la linéarité de w.

— Réduisons u o w.
Par définition de v et w, on a :

Idg =w+uow,
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donc u =uow +u®ov =wuow car on a vu que u® = 0.
Réduisons w o u.
On a aussi 0 = u? = wow owu. Ainsi, Im(wou) C Keru =Imu et Im(w ou) C
Imw C. Par suite Im(w o u) C Imu N S = {0}. I s’ensuit que w o u = 0.
On en conclut que :
uow—+wou=u.

d. On sait que u? = 0, donc on a déja Imu C Ker u.
Soit « € Keru, alors z = wov(z) +ovou(z) =uowv(zr) donc z € Imu. On a ainsi :

Imu = Ker u.

e. Soit E = R3. Soit (ey,...,e3) la base canonique de R®. On définit un endomor-
phisme en posant u(e;) = u(ez) = 0 et u(es) = e;. On a bien u? = 0 et Imu = Re;
strictement contenu dans le sous-espace engendré par e; et es. En définissant w
par w(e;) = w(ez) = 0 et w(es) = ez, on vérifie que uow + wou = u.

Corrigé de ’exercice 5.8 :

n
a. Soit (x1,...,2,) € F1 X -+- X F,, tel que sz = 0. Comme pour tout i € [1,n[,
i=1
onaF; C Hj,ona (z1,...,2,) € Hi X --- x H, et comme la somme des H; est
directe, il en découle que, pour tout i € [1,n[, z; = 0.
b. Montrons, pour tout ¢ € [1,n[, que H; C F;. Soity; € H;. Onavy; € Hi®---®H, =
Fi1®---@F,. Par suite, il existe (x1,...,2,) € F1x---xF, tel que y; = 1+ - -+,
On obtient alors, en posant zy =y sik #iet z;, =x; —y; :

i Zk = 0.
k=1

Comme la somme des F; est directe, ona zy =y, =0sik #iet z; =a2; —y; =0
donc y; = z; € F;. Ce qui montre que H; C F; pour tout i.

Corrigé de ’exercice 5.9 :

a. On sait que fog=go f.
— Montrons que Ker f est stable par g. Soit x € Ker f. On a f(z) = 0, donc

9(f(x)) = 0; or fog(z) = go f(x) = 0, donc g(x) € Ker /.
— Montrons que Im f est stable par g. Soit y € Im f, il existe x € FE tel que
y = f(x). On a alors g(y) = go f(z) = f o g(x) par conséquent g(y) € Im f.
— Il est clair que le noyau et I'image de g sont stables par f.
b. On suppose que F =Im g et G = Ker g sont stables par f.

— Soit & € G. Ona fog(x) = f (g(x)) = 0 car g(z) = 0, puis go f(z) = g ((x)) =
0 car f(z) € G puisque G est stable par f. On a :

fOQ\ngof|G~
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— Soit z € F. On a fog(x) = f(g9(x)) = f(z) car F =Img = Ker(g — Idg) et
go f(x) =g (f(z)) = f(x) car F étant stable par f,f(z) € F. On a :

fog\F:gof|F~

Comme E=F®G,ona fog=go f.

Corrigé de I’exercice 5.10 :

fog=1Ff

gof=y
Ona fof=(fog)of=fo(gof)= fog=f,et onmontre de méme pour g.
Donc f et g sont des projections.
Soit « € Ker f, alors g(x) = g o f(z) = ¢g(0) = 0, donc x € Kerg. On obtient
de méme Ker g C Ker f d’ou Ker f = Kerg.

— Réciproquement, notons F' = Ker f = Kerg.
Size F,ona fog(x)=go f(z) =0.
SizelImf,onago f(x) =g(x) car f est un projecteur donc f(x) = x pour
z €Im f; onaaussi fog(z)= f(x) pour la méme raison.
Sachant que E = F @ Im f, on a les égalités du systeme.

— Supposons que

Corrigé de ’exercice 5.11 :
— Soit = # 0, alors il existe un unique A, € K tel que f(z) = A\, z.
— Soit (z,y) une famille liée de vecteurs non nuls. On a y = az avec a € K*. On
a alors f(y) = A\yy et aussi f(y) = f(az) = af(x) = alzz = Ayy. Par suite :

(A —Ay)y=0.

Comme y # 0, on en déduit que Az = Ay.
— Soit (z,y) une famille libre. On a alors f(x + y) = Agqy(z+y) et flaz +y) =
f(z) + f(y) = Azz + A\yy. Par conséquent :

(A — )‘w+y) -+ ()‘y - )‘w+y) y=0.

Comme la famille (z,y) est libre, on a Ay = Ay = Apty-

— Finalement, pour tout  # 0, x — A, est une application constante que nous
notons A. On a donc, pour tout « € E, f(z) = Az, relation vraie aussi pour
x = 0. f est une homothétie ou 'application nulle.

Corrigé de ’exercice 5.12 :

— On a toujours Im(f +¢g) C Im f + Img.

— Soit € Im f, comme f? = f, f est une projection par suite f(z) = 2. Comme
gof=0,onago f(xr) =0. Par conséquent z = (f + g)(x) € Im(f + g) et
Im f C Im(f + g).

— Soit y € Img. 1l existe = € E tel que y = g(x). On sait que f (z — f(z)) =0
et g — f(z)) = g(z), par conséquent g(z) = f (v — f(2)) + g (z — f(z)) et
Img C Im f + Img.

— Comme Im f CIm(f+g) et Img C Im f+Img, il en découle que Im f+Im g C
Im(f + g) et Pégalité en découle avec le premier point.
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