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Avant-propos

Les choix de rédaction

Écrire un livre impose des choix sur le contenu, l’ordonnancement et la forme du cours et des
exercices. Cet ouvrage est avant tout rédigé afin d’être efficace. Voici quelques partis pris.

• Respecter l’esprit du programme en particulier la progression lorsque celle-ci est annon-
cée. Il ne s’agit pas de se limiter strictement au contenu explicitement mentionné dans le
programme (ajouter une proposition qui permet de mieux comprendre un point exigible
est un choix assumé) mais de fournir un outil qui permet de comprendre en profondeur les
notions mises en œuvre.

• Ajouter une grande variété d’exemples : l’importance des exemples est sous-estimée ; ils
permettent de voir les propositions et théorèmes en actions.

• Illustrer les résultats avec des dessins explicites ou des schémas formateurs (il y en a plus
d’une centaine dans cet ouvrage). L’intuition se nourrit de ces représentations.

• Hiérarchiser et structurer les chapitres afin de faciliter l’assimilation et de mettre en évidence
les articulations logiques.

L’utilisation recommandée

Si ce livre est construit pour être un outil utile, sa seule possession ne suffit pas et l’étudiant doit
aussi apprendre à l’exploiter. Voici quelques pistes de travail.

• Lire le cours, exemples compris ; si besoin, refaire un calcul ou un schéma sur une feuille de
brouillon.

• Retenir les énoncés et l’importance de chaque hypothèse ; pour cela on peut utiliser les
questionnaires de type Vrai ou Faux (à la fin du chapitre en classe, avant une colle ou un
devoir).

• Faire une fiche de synthèse personnelle (celles proposées dans ce livre sont purement
indicatives) en faisant apparaître les points de cours importants, leurs articulations voire
des méthodes de calcul ou de résolution.

• Chercher les exercices suffisamment longtemps et ne jamais abandonner un énoncé sans
s’être posé les questions suivantes : quels sont les points de cours concernés ? quels sont les
énoncés proches que je connais ? pourquoi mes tentatives ne fonctionnent pas ?

Remerciements

Un tel ouvrage ne serait rien sans les efforts renouvelés de dévoués relecteurs et testeurs ; Marion
Scoazec, Anne-Laure Biolley, Yasmine Cheikh, Ulysse Mizrahi, Denis Monasse, Jean Parvillers,
Yixin Shen, les collègues, les anciens élèves, les élèves : « un seul mot, usé, mais qui brille comme
une vieille pièce de monnaie : merci ! » (Pablo Neruda).
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COURS

2Chapitre

Nombres complexes

1. Corps des nombres complexes

Ce premier paragraphe sert à comprendre une construction de C. Dans un premier temps, on
pourra se dispenser de sa lecture.

1.1. Construction du corps C

Commençons par donner une définition abstraite de la structure algébrique de corps. Intuiti-
vement, il s’agit d’un ensemble avec deux opérations pour lesquelles toutes les manipulations
simples se passent bien. On étudiera dans un autre chapitre les structures algébriques pour
elles-mêmes.

Définition 2.1.

Un corps est un ensemble K muni de deux lois de composition internes + et × telles que

• + est associative, commutative, admet un élément neutre noté 0 et tout élément de K
admet un symétrique pour +.

• × est associative, commutative, admet un élément neutre distinct de 0 et noté 1 et tout
élément de K différent de 0 admet un symétrique pour ×.

• × est distributive sur +.

Exemple

Les ensembles R, Q et Q(
p

2) = {a + b
p

2, a ,b ∈ Q} sont des corps pour l’addition et la
multiplication usuelles.

L’idée que nous allons utiliser pour construire C consiste à partir de R2, l’ensemble des couples de
réels, et d’en faire un corps en le munissant de deux lois de composition internes bien choisies.
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Pour cela posons, pour tout (x , y ) et (x ′, y ′)∈R2 :

(x , y )+ (x ′, y ′) = (x +x ′, y + y ′),

(x , y )× (x ′, y ′) = (x x ′− y y ′,x ′y +x y ′).

Remarque

Comme on cherche à retrouver les complexes dont on a l’habitude, on définit le produit pour
obtenir la formule suivante

(x + i y )(x ′+ i y ′) = (x x ′− y y ′)+ i (x y ′+x ′y ).

On vérifie rapidement que R2 avec ces lois est bien un corps que l’on notera C.

Notation

À partir de la construction précédente, on note (x , y ) = x + i y (ce qui revient à noter (1, 0) = 1
et (0, 1) = i ).

• On vérifie aisément que i 2 =−1 d’après la définition de la loi ×.
• Les réels x et y sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire du

complexe x + i y . Les parties réelle et imaginaire d’un complexe z sont notées Re(z ) et
Im(z ) respectivement.

Proposition 2.1.

Les applications partie réelle et partie imaginaire définies de C dans R sont R-linéaires,
c’est-à-dire pour tous z , z ′ ∈C et λ,λ′ ∈R,

Re(λz +λ′z ′) = λRe(z )+λ′Re(z ′),

Im(λz +λ′z ′) = λIm(z )+λ′Im(z ′).

Pour exprimer ces relations, on dit aussi que, pour la partie réelle ou la partie imaginaire,
l’image d’une combinaison linéaire à coefficients réels est la combinaison linéaire (avec les
mêmes coefficients) des images.

1.2. Conjugaison, module

Définition 2.2.

Soit z = x + i y un nombre complexe (avec x , y ∈R).

• Le conjugué de z est le nombre complexe z = x − i y .

• Le module de z est le réel positif |z |=
p

x 2+ y 2.
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Remarque

On remarque que |z |= 0 si, et seulement si, z = 0.

Des calculs immédiats donnent la proposition suivante.

Proposition 2.2.

Pour tout z ∈C,
z + z = 2Re(z ), z − z = 2iIm(z ), z z = |z |2.

Remarque

La dernière propriété reliant module et conjugué est très utile en pratique car elle permet de
« se débarrasser » des nombres complexes non réels au dénominateur en multipliant par le
conjugué. Plus précisément, pour tout complexe z non nul,

1

z
=

z

|z |2
.

Par exemple, déterminons les parties réelle et imaginaire du nombre complexe 3+i
2+i

.

3+ i

2+ i
=
(3+ i )(2− i )

5
=

1

5
(7− i ).

La partie réelle est 7
5

, la partie imaginaire − 1
5

.

Une simple vérification permet d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 2.3.

Pour tous z 1, z 2 ∈C,
z 1+ z 2 = z 1+ z 2, z 1z 2 = z 1.z 2.

Proposition 2.4.

Pour tous z 1, z 2 ∈C, |z 1z 2|= |z 1||z 2|.
Si, de plus, z 2 6= 0, alors

�

�

�

�

z 1

z 2

�

�

�

�

=
|z 1|
|z 2|

.

Démonstration

Ces identités découlent directement de l’écriture z .z = |z |2.

Précisons maintenant quelques inégalités en module.
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Proposition 2.5.

Pour tout z ∈C,
|Re(z )| ≤ |z | et |Im(z )| ≤ |z |.

Il y a égalité respectivement pour z ∈R et z ∈ i R.

Démonstration

Pour tout z ∈C,

Re(z )2 ≤ Re(z )2+Im(z )2 = |z |2,

Im(z )2 ≤ Re(z )2+Im(z )2 = |z |2.

Le cas d’égalité correspond à Im(z ) = 0 et Re(z ) = 0 respectivement.

Proposition 2.6. Inégalités triangulaires

• Pour tous z 1, z 2 ∈C,
|z 1+ z 2| ≤ |z 1|+ |z 2|.

Il y a égalité si, et seulement si, z 1z 2 ∈R+.
• Pour tous z 1, z 2 ∈C,

||z 1| − |z 2|| ≤ |z 1− z 2|.

Démonstration

• Pour tous z 1, z 2 ∈C,

|z 1+ z 2|2 = (z 1+ z 2)(z 1+ z 2) = z 1z 1+ z 2z 1+ z 1z 2+ z 2z 2

= |z 1|2+2Re(z 1z 2)+ |z 2|2.

En utilisant l’inégalité (établie au point précédent), 2Re(z 1z 2)≤ 2|z 1||z 2|, on en déduit
la majoration |z 1+ z 2| ≤ |z 1|+ |z 2|.
Le cas d’égalité correspond à 2Re(z 1z 2) = 2|z 1z 2| donc z 1z 2 ∈R+.

• Déduisons cette inégalité de la précédente. Pour tous z 1, z 2 ∈C,

|z 1| = |z 2+ z 1− z 2| ≤ |z 2|+ |z 1− z 2|,
|z 2| = |z 1+ z 2− z 1| ≤ |z 1|+ |z 1− z 2|.

Donc ||z 1| − |z 2|| ≤ |z 1− z 2|.

50



Chapitre 2 – Nombres complexes

COURS
1.3. Interprétation géométrique

La construction de C repose sur une identification ensembliste de C au plan ; on peut en déduire
facilement une utilisation des complexes en géométrie.

Définition 2.3.

• L’affixe d’un point M (x , y ) du plan est le complexe z = x + i y .

• L’affixe d’un vecteur
−→
A B est le complexe z B−z A où les points A et B ont respectivement

pour affixe z A et z B .

Proposition 2.7.

La partie réelle (respectivement imaginaire) d’un complexe z est la coordonnée du point
d’affixe z sur l’axe des abscisses (respectivement ordonnées).

Remarque

On déduit de cette proposition que le conjugué d’un complexe z est l’affixe du symétrique
du point d’affixe z par rapport à l’axe des abscisses.

Im(z )

−Im(z )

Re(z )

z

z

On vérifie par un calcul rapide l’expression suivante de la distance entre deux points.

Proposition 2.8.

La distance entre deux points du plan A et B d’affixe z A et z B est le module |z A − z B |.

Remarque

L’application d :

¨

C2 → R+
(z , z ′) 7→ |z − z ′| est, en un sens qu’on verra plus tard, une distance

car elle vérifie les propriétés suivantes, déduites des propriétés du module détaillées précé-
demment.

• ∀z , z ′ ∈C, d (z , z ′) = 0 ⇒ z = z ′.
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• ∀z , z ′ ∈C, d (z , z ′) = d (z ′, z ).
• ∀z , z ′, z ′′ ∈C, d (z , z ′)≤ d (z , z ′′)+d (z ′′, z ′).

De cette expression de la distance usuelle en termes de complexes, on déduit que l’équation
complexe d’un cercle de rayon R > 0 et de centre le point d’affixeω∈C est |z −ω|=R et que celle
du disque correspondant est |z −ω| ≤R .

Exemple

La lunule d’Hippocrate est la partie du plan intérieure au cercle de centre (0, 0) et de rayon 1
et extérieure au cercle de centre (−1, 0) et passant par (0, 1) :

Un point M d’affixe z appartient à la lunule si, et seulement si, |z | ≤ 1 et |z +1| ≥
p

2.

2. Exponentielle complexe

2.1. Compléments de trigonométrie

On ne cherche pas à définir ici les fonctions trigonométriques mais on se limite à quelques rappels
utiles pour la suite. Les fonctions sin et cos sont connues et on en déduit des propriétés de la
fonction tan= sin

cos
.

Rappelons les formules d’addition des fonctions trigonométriques cos et sin.

Proposition 2.9. formules d’addition et de duplication

Pour tous θ , ϕ ∈R,

sin(θ +ϕ) = sin(θ )cos(ϕ)+ cos(θ )sin(ϕ),

cos(θ +ϕ) = cos(θ )cos(ϕ)− sin(θ )sin(ϕ).

En particulier, pour tout θ ∈R,

sin(2θ ) = 2 sin(θ )cos(θ ),

cos(2θ ) = cos2(θ )− sin2(θ ) = 2 cos2(θ )−1= 1−2 sin2(θ ).
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Les formules d’addition sont particulièrement utiles lorsqu’il s’agit de linéariser des produits de

deux termes sous la forme d’un cosinus ou d’un sinus.

Corollaire 2.10. linéarisation de produit

Pour tous θ , ϕ ∈R,

2 sin(θ )cos(ϕ) = sin(θ +ϕ)+ sin(θ −ϕ)
2 cos(θ )sin(ϕ) = sin(θ +ϕ)− sin(θ −ϕ)
2 cos(θ )cos(ϕ) = cos(θ +ϕ)+ cos(θ −ϕ)
−2 sin(θ )sin(ϕ) = cos(θ +ϕ)− cos(θ −ϕ).

Démonstration

Chacune de ses formules se démontre en utilisant les formules d’addition dans le membre
de droite.

Remarque

Les formules ci-dessus permettent de passer d’une forme linéarisée comme somme de
fonctions trigonométriques (utile pour calculer une primitive par exemple) à une forme
factorisée comme produit (utile pour étudier le signe par exemple). Il convient de savoir les
utiliser dans les deux sens. Par exemple, on peut lire la troisième formule de droite à gauche
de la façon suivante : pour tous θ , ϕ ∈R,

cos(θ )+ cos(ϕ) = 2 cos

�

θ +ϕ
2

�

cos

�

θ −ϕ
2

�

.

Exemple

Soit p , q ∈N. Calculons l’intégrale I =
∫ 2π

0
cos(p t )cos(qt )dt . Pour cela linéarisons l’expres-

sions dans l’intégrale.

I =
1

2

∫ 2π

0

cos(p +q )t + cos(p −q )t dt

=

¨

0 si p 6=q ,
π sinon.

Exemple

Déterminons le signe de la fonction f : t 7→ cos(t )+cos(3t ) sur l’intervalle [0,π]. D’après la
formule de linéarisation (utilisée de droite à gauche), pour tout t ∈ [0,π],

cos(t )+ cos(3t ) = 2 cos(2t )cos(−t ).
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Comme cos(2t ) change de signe en π
4

et 3π
4

et cos(−t ) change de signe en π
2

, on en déduit

que la fonction f est positive sur [0, π
4
]∪ [π

2
, 3π

4
].

Définition 2.4.

La fonction tangente, notée tan est la fonction définie sur R \ {π
2
+ kπ, k ∈ Z} comme le

quotient du sinus par le cosinus.

Remarque

Cette définition nous permet d’obtenir la π-périodicité de tan puis quelques valeurs :

x 0 π
6

π
4

π
3

tan(x ) 0 1p
3

1
p

3

Le calcul avec les dérivées de cos et sin donne

tan′ =
1

cos2
= 1+ tan2 .

Ces expressions permettent, entre autres, d’obtenir le tableau de variations puis l’allure
suivante de la courbe représentative.

−2. π2 −1. π2 1. π2 2. π2 3. π2

−4

−2

2

0

tan

54



Chapitre 2 – Nombres complexes

COURS
Corollaire 2.11.

Pour tous θ , ϕ ∈R \ {π
2
+kπ, k ∈Z} tels que θ +ϕ ∈R \ {π

2
+kπ, k ∈Z},

tan(θ +ϕ) =
tan(θ )+ tan(ϕ)

1− tan(θ ) tan(ϕ)
.

En particulier, pour tout θ ∈R \ {π
2
+kπ, k ∈Z} tel que 2θ ∈ \{π

2
+kπ, k ∈Z},

tan(2θ ) =
2 tan(θ )

1− tan2(θ )
.

Démonstration

Écrivons tan= sin
cos

, utilisons les formules d’addition puis factorisons par le terme adapté

tan(θ +ϕ) =
sin(θ +ϕ)
cos(θ +ϕ)

=
sin(θ )cos(ϕ)+ cos(θ )sin(ϕ)
cos(θ )cos(ϕ)− sin(θ )sin(ϕ)

=
cos(θ )cos(ϕ)(tan(θ )+ tan(ϕ))

cos(θ )cos(ϕ)(1− tan(θ ) tan(ϕ))
=

tan(θ )+ tan(ϕ)
1− tan(θ ) tan(ϕ)

.

Exemple

Calculons t = tan π
8

. Comme tan π
4
= 1, on a

1=
2t

1− t 2
,

donc t est une solution de l’équation polynomiale t 2+2t −1= 0. Comme les racines sont
−1±

p
2. Or, π

8
∈ [0, π

2
[, donc t ≥ 0 et tan π

8
=
p

2−1.

2.2. Exponentielle d’un imaginaire pur

Définition 2.5.

Pour tout θ ∈R, on définit le complexe e iθ par cosθ + i sinθ .

Remarque

Cette définition permet de décrire les complexes de la forme cosθ + i sinθ comme les affixes
des points du cercle unité.
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L’écriture naturelle pour un nombre complexe est l’écriture cartésienne définie avec deux réels.

Écriture cartésienne

.Un complexe z admet une unique écriture x + i y avec x , y ∈R ; x est la partie réelle et y est
la partie imaginaire de z . On les note Re(z ) et Im(z ).
. Le conjugué de z = x + i y est z = x − i y .

. Les applications parties réelle, imaginaire et l’application conjugué sont R-linéaires.

Dès qu’il s’agit d’effectuer des calculs avec des produits et des quotients, il convient de préférer
l’écriture géométrique.

Écriture géométrique

Un complexe z non nul admet une unique écriture r e iθ avec r > 0 et θ ∈ [0,2π[ ; r est le
module de z et θ son argument principal. On les note |z | et arg(z ).

• Pour tout z ∈C, |z |2 = z z .
• Pour tous z et z ′ ∈C, |z z ′|= |z ||z ′| et arg(z z ′) = arg(z )+arg(z ′)[2π].
• Pour tout z 6= 0,

�

�

1
z

�

�= 1
|z | et arg( 1

z
) =−arg(z )[2π].

Ces derniers résultats sur le module et l’argument sont des conséquences des propriétés de
l’exponentielle complexe.

Exponentielle complexe

L’application θ 7→ e iθ = cosθ + i sinθ est surjective de R dans U (non injective).

• (Euler) Pour tous θ ∈R,

cosθ =
e iθ + e−iθ

2
, sinθ =

e iθ − e−iθ

2i
.

• (morphisme) Pour tous θ , ϕ ∈R, e iθ e iϕ = e i (θ+ϕ).
• (de Moivre) Pour tout n ∈N et tout θ ∈R, (e iθ )n = e i nθ .

Parmi les ensembles remarquables de nombres complexes, on remarque quelques groupes.
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U, Un

L’ensemble U des complexes de module 1 et l’ensemble Un des complexes dont la puissance
n-ième est égale à 1 sont des groupes pour la multiplication.

Un = {e
2i kπ

n , k ∈Z}= {e
2i kπ

n , 0≤ k ≤ n −1}.

L’ensemble des solutions de z n = r e iθ avec r > 0 et θ ∈R fixés est

{r
1
n e i θ+2kπ

n , 0≤ k ≤ n −1}= r
1
n e i θ

n Un .

Les nombres complexes peuvent aussi être utiles aux calculs en géométrie plane. Pour cela on
identifie un point M de coordonnées (x , y ) et son affixe, le complexe égal à x + i y .

Application à la géométrie

Soit A, B , C , D des points du plan d’affixes a , b , c et d ∈C respectivement.

• La distance A B est |b −a |.
• Une détermination de l’angle (

−→
A B ,
−→
AC ) est arg

�

c−a
b−a

�

.

• Le produit scalaire
−→
A B .
−→
C D est Re((b −a )(d − c )).

De nombreuses formules trigonométriques permettent de mener à bien les calculs (en linéa-
risant ou en factorisant les expressions). On peut les retrouver à partir des formule d’addition
suivantes.

Formules d’addition

Pour tous θ , ϕ ∈R,

sin(θ +ϕ) = sin(θ )cos(ϕ)+ cos(θ )sin(ϕ),

cos(θ +ϕ) = cos(θ )cos(ϕ)− sin(θ )sin(ϕ),

tan(θ +ϕ) =
tan(θ )+ tan(ϕ)

1− tan(θ ) tan(ϕ)
.

avec les restrictions θ , ϕ, θ +ϕ ∈R \ {π
2
+kπ, k ∈Z} pour la dernière égalité.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux

a) La partie réelle de
�

1
2+i

�2
est 1

4
. � �

b) Un argument de e i π
6 + e i 9π

6 est 5π
6

. � �

c) L’exponentielle est surjective de C dans C∗. � �

d) Soit θ /∈ 2πZ, z 7→ e iθ z +1 est une écriture complexe de la
rotation de centre d’affixe 1 et d’angle θ .

� �

e) Les deux racines non réelles d’un polynôme de degré 2 à
coefficients complexes sont conjuguées.

� �

f) Le complexe −j est racine de X 2−X +1. � �

g) Pour tout k ∈N \ {0}, j k est racine de X 2+X +1. � �

h) Si j est racine d’un polynôme réel P , alors j 2 est aussi racine
de P .

� �

i) Si m divise n , alors Um ⊂Un . � �

j) Les ensembles Un et {ω, ωn =−1} sont en bijection. � �

k) {ω, ω∈Un }=Un . � �

l) {ω2, ω∈Un }=Un pour n impair. � �

m) Un polynôme complexe qui prend deux valeurs distinctes
réalise une surjection de C dans C.

� �

n) Une fonction polynomiale injective sur C est de degré 1. � �

Exercices

Exercice 1 (5 min.)

Soit n ∈N et θ ∈R \ {π
2
+kπ, k ∈Z}. Calculer les complexes suivants (i −

p
3)n et (1+ i tanθ )n .
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Exercice 2 (5 min.)

Déterminer la partie réelle de
�p

3−i
1+i

�15
.

Exercice 3 (5 min.)

Résoudre l’équation (1+ i )z 2− z −1+ i = 0.

Exercice 4 (10 min.)

Soit θ ∈R. Résoudre l’équation z 4−2 cos(θ )z 2+1= 0.

Exercice 5 (20 min.)

Résoudre l’équation z 3+(i −2)z 2+(3−3i )z +2i −2= 0 sachant qu’elle admet une solution réelle.

Exercice 6 (25 min.)

Résoudre l’équation z n = z .

Exercice 7 (20 min.)

Soit α∈C\R et n ∈N\{0}. Montrer que les complexes z vérifiant l’équation
�

1+i z
1−i z

�n
=α sont tous

réels si, et seulement si, |α|= 1.

Exercice 8 (20 min.)

Soit a , b , c et d des complexes de module 1. Montrer que |ab − c d | ≤ |a − c |+ |b −d |.

Exercice 9 (15 min.)

Soit a , b ∈C. Montrer que
|a |+ |b | ≤ |a +b |+ |a −b |.

Étudier le cas d’égalité puis interpréter cette inégalité pour les longueurs remarquables d’un
parallélogramme.

Exercice 10 (5 min.)

Soit z ∈U. Calculer |z −1|2+ |z +1|2 puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

Exercice 11 (10 min.)

Soit a , b et c ∈Z tels que ab +b c +c a = 1. Montrer que (1+a 2)(1+b 2)(1+c 2) est un carré d’entier.

Exercice 12 (20 min.)

Soit a ,b ∈U distincts, z ∈C et u = z+ab z−a−b
a−b

. Montrer que u 2 ∈R.

Exercice 13 (5 min.)

Soit a ∈ i R, n ∈ N \ {0}, M n , M n+1 et M n+2 les points d’affixe a n , a n+1 et a n+2. Montrer que le
triangle M n M n+1M n+2 est rectangle.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, la partie réelle vaut 3
25

.

b) Faux, en effet, e i π
6 + e i 9π

6 = e i 5π
6 2 cos 2π

3
=−e i 5π

6 dont un argument est −π
6

.
c) Vrai.
d) Faux, c’est bien une rotation mais le centre est le point d’affixe z solution de z = e iθ z +1

c’est-à-dire z = 1
1−e iθ 6= 1.

e) Faux, il manque une condition « à coefficients réels ». Pour un contre-exemple, on peut
considérer le polynôme (X − i )(X −2i ).

f) Vrai car j est racine du polynôme X 2+X +1.
g) Faux, si n est un multiple de 3, j n = 1 n’est pas racine de X 2+X +1.
h) Vrai car j 2 = j et P est à coefficients réels.
i) Vrai, pour tout z ∈Um , z m = 1 donc z n = 1 (puisque m divise n) donc z ∈Un .
j) Vrai. En fait, Un est en bijection avec tous les ensembles {z ∈C, z n = a } pour a 6= 0 d’après

la structure de l’ensemble des racines n-ièmes de a .
k) Vrai car z n = 1 si, et seulement si, z n = 1.
l) Vrai. Il est clair que {ω2, ω∈Un } ⊂Un . Réciproquement, écrivons n = 2k +1 et remarquons

que, pour toutω∈Un ,
ω=ω1−n =ω−2k = (ω−k )2,

d’où l’autre inclusion.
m) Vrai. Si un polynôme prend deux valeurs distinctes, alors il est non constant donc surjectif

d’après le théorème de D’Alembert-Gauss.
n) Vrai, il est clair que toute fonction constante n’est pas injective. De plus, si une fonction po-

lynomiale est de degré n , alors chaque complexe admet n antécédents d’après le théorème
de D’Alembert-Gauss : ainsi le degré d’une fonction polynomiale injective est 1.
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Corrigés des exercices

Exercice 1
On passe par les écritures géométriques i −

p
3= 2e

5iπ
6 et 1+ i tanθ = 1

cosθ
e iθ et on en déduit

(i −
p

3)n = 2n e
5niπ

6 , (1+ i tanθ )n =
1

(cosθ )n
e niθ .

Exercice 2
Commençons par écrire le numérateur et le dénominateur sous forme géométrique en mettant

en facteur le module et en reconnaissant l’argument :

p
3− i = 2e−

iπ
6 , 1+ i =

p
2e

iπ
4 .

Alors,
�p

3− i

1+ i

�15

=
p

2
−15

e 15(− iπ
6
− iπ

4 ) =
p

2
−15

e−
25iπ

4 .

La partie réelle est donc
p

2
−15

cos(− 25π
4
) = 2−8.

Exercice 3
On commence par calculer le discriminant∆= 1−4(−1+ i )(1+ i ) = 9. Les solutions sont donc

1±3
2(1+i ) soit 1− i et − 1

2
(1− i ).

Exercice 4
Un complexe z est solution de cette équation si, et seulement si, Z = z 2 est solution de l’équation

Z 2−2 cos(θ )Z +1= 0, c’est-à-dire si Z = e iθ ou Z = e−iθ . Les solutions sont donc e i θ
2 , −e i θ

2 , e−i θ
2

et −e−i θ
2 .

Exercice 5
Cherchons tout d’abord une solution réelle x : elle vérifie Re(x 3+(i −2)x 2+(3−3i )x +2i −2) = 0

soit x 3−2x 2+3x −2= 0 donc x = 1 est une solution possible. On vérifie immédiatement qu’elle
est effectivement solution de l’équation initiale.

Factorisons l’équation par z −1 :

z 3+(i −2)z 2+(3−3i )z +2i −2= (z −1)(z 2+(i −1)z +2−2i ).

Les autres solutions de l’équation initiale sont donc les solutions de l’équation z 2+(i−1)z+2−2i =
0. Résolvons cette équation avec la méthode habituelle : le discriminant est∆=−8+6i dont les
racines carrées sont ±(1+3i ). Ainsi, les solutions sont 1+ i et −2i .

77



R. Mansuy

MATHS
MPSI

VUIBERT

Tout-en-un
➔ Tout le cours
➔ Conseils méthodologiques
➔ Fiches de synthèse
➔ Vrai/faux
➔ Exercices d’application 
➔ Exercices d’approfondissement
➔ Tous les corrigés détaillés

CONFORMEAU NOUVEAU PROGRAMME 

VUIBERT

SOMMAIRE :
1. Bases mathématiques – 2. Nombres complexes – 3. Manipulations algébriques – 4. Limites 
et continuité – 5. Équations différentielles – 6. Suites numériques – 7. Limites de fonctions, 
continuité – 8. Dérivabilité – 9. Études locales et asymptotiques – 10. Arithmétique des 
entiers – 11. Structures algébriques – 12. Polynômes et fractions rationnelles – 13. Espaces 
vectoriels – 14. Espaces vectoriels de dimension fi nie – 15. Matrices – 16. Échelonnement 
et systèmes linéaires – 17. Déterminants – 18. Espaces euclidiens – 19. Calcul intégral
20. Séries numériques – 21. Dénombrement – 22. Probabilités sur un univers fi ni – 23. Variables 
aléatoires

L’auteur :
Roger Mansuy est Professeur en classe préparatoire scientifi que au lycée Louis-le-Grand
à Paris

ISBN : 978-2-311-01297-2

  , des ouvrages pour faire la différence : 
– des cours complets pour acquérir les connaissances indispensables, 
– des fi ches de synthèse pour réviser l’essentiel avant les kholles ou les épreuves, 
– de nombreux exercices intégralement corrigés pour s’entraîner : 
   vrai/faux, exercices d’application et d’approfondissement

MATHS
 MPSI MPSI 

M
AT

HS
978-2311012972-Maths-couverture-Dos40.indd   1978-2311012972-Maths-couverture-Dos40.indd   1 13/09/13   14:5213/09/13   14:52

Sicogif Certified PDF LES PAOISTES


