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“C’est avec la logique que nous prouvons
et avec l'intuition que nous trouvons”

(Henri POINCARE)

Préambule

Ce livre (actualisé) présente les corrigés détaillés et commentés des exercices et problémes
de l'ouvrage Des mathématiques pour les sciences (édition 2011), dont il reprend stricte-
ment la structure en chapitres ; le corrigé 12.3 correspond ainsi au troisieme probleme du
chapitre 12, figurant dans le livre de cours dans la section 12.6 et donc numéroté 12.6.35.

Lesprit est aussi le méme que celui du livre de cours : Tigueur certes, mais
mesurée et allégée par des hypotheses dont on pourrait s’affranchir au priz d’un ef-
fort hors de propos dans le contexte considéré, commentaires des résultats au risque de
ce que certains pourront considérer comme des redondances, petites échappées vers des
questions qui ne sont pas annexes méme st elles peuvent sembler éloignées des questions
en discussion.

Outre les commentaires indispensables pour que le corrigé ne se réduise pas en effet
a une suite d’opérations algébriques, celui-ci inclut parfois un ou plusieurs compléments
illustrant la question examinée, ou proposant des extensions susceptibles d’éveiller la
curiosité du lecteur, quand ce ne sont pas des questions, livrées en vrac, dont l'auteur ne
connait pas la réponse.

Les énoncés de l'édition 2011 sont repris in extenso (dans une police différente)
avant chaque solution, auzrquels ont été ajoutés des problémes ou des questions auparavant
absents, signalés par le symbole ). Si ces insertions ont fatalement provoqué ici et la
une incrémentation de la numérotation, le lecteur ne devrait pas en étre troublé. Par
ailleurs, il est arrivé en de rares circonstances que la rédaction détaillée du corrigé suggere
des modifications de ’énoncé, qui ont été rapportées dans le rappel de celui-ci en début
de chaque probleme. Notamment, des questions intermédiaires ont €été parfois insérées
lorsque la résolution s’est révélée plus délicate ou plus laborieuse que prévu.

1l est fait souvent référence au livre de cours, notamment lorsqu’il s’agit d’exploiter
un résultat précis, le renvoi a une équation ou une égalité se faisant sous alors la forme!
(C-UV.XYZ). Si cette disposition technique a été adoptée pour la commodité du lecteur,
elle ne doit en aucune facon le dissuader de la nécessité de consulter les grands classiques
que sont les ouvrages de Titchmarsh [1], de Whittaker et Watson [2], de Bass [3], de
Feller [4], [5], de Hamermesh [6], de Tinkham [7] et d’Arnold [8], pour ne citer que
ceuz inspirés d’instinct o Uauteur. Leur lecture (et relecture) est une source inépuisable
d’enrichissement et d’approfondissement.

Qu’il me soit permis, une fois encore, d’exprimer mes plus vifs remerciements a
Francis Germain, collaborateur irremplagable par I’acuité de son esprit, la finesse de ses
remarques et la pertinence de ses suggestions.

D’une page a ’autre, son aide fut aussi précieuse que son affectueuse présence.

1La référence est relative & la 1°7¢ édition du livre de cours (2011).
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Chapitre 1

Algebre linéaire

“Comme pour tout, et donc pour
une théorie mathématique,
la beauté peut étre percue

mais demeure inexplicable”

(Arthur CAYLEY, 1821-1895)

1.1 Etude de lois de composition

1. On définit dans N la loi de composition * :

nxn' = n+n' +nn (1.1)

ol + et . désigne I'addition et la multiplication usuelles. Analyser la commutativité et
|'associativité, et I'existence d'un élément neutre.

Reprendre ces questions pour les deux lois de composition :
7 déf / , déf /
nxn' = n+2n" | n*xn = 2nn’ . (1.2)
. Sur un ensemble E quelconque, on définit la loi axb £ b. Etudier la commutativité et

['associativité ; montrer que tout élément est neutre a gauche. S'il existait un élément
neutre a droite, a quoi se réduirait I'ensemble E ?

. Sur I'ensemble Q des rationnels, on définit la loi suivante :
déf 1
pxq =p+ - (1.3)
q
Former toutes les compositions possibles avec quatre rationnels p, g, r et s dans un

ordre donné (il existe 5 compositions, [(p x q) * 7] x s, [p * (¢ x )] x s, etc., toutes
distinctes, montrant I'importance de la notion d'associativité).
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4. Soit la loi de composition sur Q : pxq = pv3 +q. A quelle condition sur p, ¢, r et
s le nombre % est-il rationnel ?

===============7;7;7:7:.7;.7.7:7.7,7 ===============

1. La loi de composition nxn’ = n +n' + n.n’, (n, n') € N2, n’implique que des
opérations élémentaires commutatives : elle est donc commutative. En ce qui
concerne ’associativité, on a :

n* (ny xng) =n+ (n1 +ng +n1.n2) + n.(n1 + ne +ny.ng) =

n+mniy +ng +ny.ng + NNy + nN.ng +nnyp.ng
(nxnyp)xng =(n+mny+nny)+ng+ (n+n; +nny)ng =
n—+mniy+nny+ ne +nng +nip.ne +nning ;

les deux seconds membres sont égaux : 'opération x est aussi associative. L’élément
neutre, e, s’il existe, doit satisfaire nxe =n, Vn € N, égalité qui assure, si elle est
vraie, exn =n, Vn € N en vertu de la commutativité. Maintenant :

nxe=n<=n=n+e+ne < 0=(1+n)e;

I’égalité de droite ne peut étre satisfaite Vn € N : x n’a pas d’élément neutre.
La loi nxn’ & n+ 2n’ est manifestement non commutative :

def
nxn=n"+2n#n+2n =nxn .

En ce qui concerne l'associativité : nx(n; xng) = n+2(ny +2n2) = n+2ny + 4no,
d’une part ; d’autre part :

(nxny)xng = (n+2n1) + 2ny = n+ 2ny + 2ny

montrant que la loi n’est pas non plus associative. Pour 1’élément neutre, on doit
avoir nxe =n-+2e =net exn =ece+2n = n ; la premiére égalité donne e = 0
mais la seconde est impossible a satisfaire : il n’existe pas d’élément neutre.

. déf . . . YL , .
Laloi nxn' = 2nn’ est manifestement commutative ; I’associativité s’écrit :
n*(ny*xng) =2n(2ning) = dnning , (nxny)xng = 2(2nny1)ne = 4dnning ;
la loi est aussi associative.

2. La commutativité de la loi a xb % b s’écrit a xb = bxa, soit b = a : pour tout
ensemble de cardinal supérieur a 1, la loi n’est pas commutative. L’associativité se
jauge a l’égalité :

?

(a*b)*c;a*(b*c) e brczakc << c=c;
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la derniere égalité est toujours vraie, montrant que la loi est associative. Visi-
blement, par définition de la loi, tout élément est neutre a gauche. Supposons
maintenant qu’il existe un élément neutre a droite, e ; on devrait alors avoir :

VaeFE, axe=exa <= e=a,

montrant que Pensemble se réduit a e : E = {e}.

3. Ona:

(peayerl s = [(p+ ) wrl s = [+ D)+ Llxs =+ )+ 71+
plgxrles = pxlg+ lxs =04 ) ws=pd b
p*[q*(r*s)}=p*[q*<r+i)]=p*[q+r+i]=p+q+1¢é ,

et ainsi de suite. Les différentes expressions obtenues montrent I'importance de la

notion d’associativité.
4. Par définition de la LCI :
pxq _pV3+a _ (3+a)(rv3—s) 3pr+V3(gr—ps)—as

3

rxs  ry34+s 3r2 — g2 3r2 — g2

p, q, r et s étant rationnels, ce nombre est rationnel ssi ps = qr.

1.2 Structures

1. Soit I'ensemble E des nombres réels de la forme p + g/ N ol p et ¢ varient dans Q
et N un entier positif donné qui n’est pas un carré parfait. Montrer que E est un

sous-corps de R.
2. Ondit qu'un corps K est ordonnésil'on peut y définir un sous-ensemble K| d'éléments

positifs, c'est-a-dire :

JK, C K stable vis-a-visde + etx ,Vke K : ke Kyou — ke Kyouk=0 ;
(1.4)

cela étant, le symbole k < &’ signifie que k¥’ — k est positif.
(a) Montrer qu'entre deux éléments distincts k et &/, k < k/, on peut en trouver un

autre, k”.
(b) En déduire que tout corps ordonné possede nécessairement une infinité d'éléments.
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1.

2.

Il s’agit de montrer que 'ensemble E des réels z,, £ p+ ¢VN, ol p et ¢ sont
rationnels et N un entier positif donné qui n’est pas un carré parfait, possede la
structure de corps avec les deux LCI “4” et “x” — ce dernier signe étant omis
comme d’habitude — (tout comme dans ’écriture de définition des éléments de E),
étant entendu que E est un sous-ensemble de R.

En ce qui concerne la stabilité par la LCI “4”— c’est-a-dire la propriété de E d’étre
fermé pour cette loi (visiblement commutative) —, on doit montrer que la somme

(p+ gV N) + (p' + ¢V N) est de la forme p” + ¢"/N ; on a :

P+aVN)+ @ +¢VN)=p+p +¢VN+¢VNZp" +¢'VN

qui donne immédiatement p”’ = p+p’ et ¢’ = q+¢’ ; la stabilité de la multiplication
s’analyse en écrivant :

?
(p+aVN)® +dVN)=pp' +qd' N+ (pd +p'¢)VN =p" +¢'VN

qui donne cette fois p”’ = pp’ + q¢’ N, qui est bien dans Q, et ¢’ = pq’ + p'q € Q.
L’élément neutre pour “+” est xgo, 'opposé de xpq étant x_,_¢ = —xpe. L'élément

neutre de “x” est x19, 'inverse de z,,, ;v;ql, étant donné par :

1o 1 _p—aV/N
M p+g/N  pPP—@AN

le dénominateur de droite n’est jamais nul puisque 1’égalité N = v signifierait que

q2
N est un carré parfait.
Tous comptes faits, ’ensemble E est bien un sous-corps de R.
(a) Aveck <k ,onak+k <k'+k =2k et k+k > k+k = 2k, d’ou l'existence
de k" = 1(k + k') satisfaisant k < k" < k'.

(b) Dés que l'on a trouvé un nombre tel que k", on peut recommencer avec les
couples (k, k") et (K", k'), etc., montrant que tout corps ordonné possede une
infinité d’éléments.

1.3 Sous-espace vectoriel

1.

Dans R?, on considere I'ensemble des extrémités M des points dont les coordonnées z;
satisfont 327 2, = 0
i=1Ti = Y.

H )
(a) Montrer que les vecteurs OM forment un sous espace vectoriel de R%.
(b) Trouver une base de ce sous-espace.

(c) Par extrapolation du méme probléme dans R3, qualifier la nature géométrique de
ce sous-espace.
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2. Soit dans R? le vecteur unitaire 7i ; I'ensemble des vecteurs V tels que V.7l = 0 est-il
un sous-espace vectoriel 7 Le décrire géométriquement.

1. (a) Soit deux vecteurs OM et OM' ayant la propriété indiquée ; on vérifie immé-
——
diatement que tous les vecteurs AOM + M’OM’ la possedent également, ce qui

revient a vérifier que tous les propriétés de définition de la structure d’espace
vectoriel sont satisfaites.

s
(b) Soit {e, }1<n<4 une base de R* ; par définition, tous les vecteurs OM s’écrivent
z1€1 + x2es + x3e3 — (1 + T2 + T3)ey, Soit :

—
OM = xl(el — 64) —+ Ig(eg — 64) + 5133(83 — 64) s

montrant que les trois vecteurs e; — e4, €2 — e4 et es — e4 forment une base
du sous-espace {OM}.

(c) On sait que, dans R?, ’ensemble des points dont les trois coordonnées satisfont
21 +x2+x2 = 0 sont situés dans un plan contenant l'origine (tout comme dans
R?, 21 + 29 = 0 est Péquation d’une droite passant par O). Par extrapolation,

—
on voit que ce sous-espace {OM} de R* constitue un hyper-plan.

2. Soit le vecteur unitaire i € R® et deux vecteurs ‘71 et 172 de R3, linéairement
indépendants et tels que tels que V;.7 = 0. Pour tout vecteur V' =0V + Ao Vo,
la distributivité du produit scalaire permet d’écrire :

(M VL + XoVa) .t = M Vit 4+ A Vo.n = 0
montrant que deux tels vecteurs engendrent un espace vectoriel de dimension 2,

qui est ainsi un sous-espace de R3. Il s’agit d’un plan normal & 7, dont la distance
a lorigine est arbitraire.

1.4 Indépendance linéaire

1. Soit {e, }1<n<n un ensemble de N vecteurs linéairement indépendants. Montrer qu'il
en va de méme pour les N vecteurs {f,, }1<,<n définis comme :

£, 5 ) e, . (1.5)
p=1

2. Soit les fonctions monémes ™, n =0, 1, ..., N.

(a) Sont-elles linéairement indépendantes ?
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(b)
(c)

Algebre linéaire

Comment s'appellent les vecteurs P(x) construits sur ces fonctions 7

Les dérivées P’(z) forment-elles un sous-espace vectoriel ? Si oui, quelle est la
dimension de celui-ci 7

déf

1. Soit une combinaison linéaire quelconque F = >~ " | A\.f,,, qui s’écrit :

2.

Les
que

F:zNjAnfnzZN:Zn:Ane,,:ZN:(ZN:An)epEZN:APeP . (1.6)

n=1p=1 p=1 n=p

e, étant linéairement indépendants, la nullité de F exige que A, soit nul quel
soit p, d’ou Ay = 0 et donc Ay = 0 ; ensuite, Ay_1 = 0 donne Ay_1+ Ay =0,

d’ot Ay_1 = 0, etc., prouvant que F = 0 ssi tous les A\, sont nuls.

(a)

Soit f(x) = Zf:fzo An2™ ; pour montrer que f(z) = 0 ssi tous les A, sont

nuls, on forme les dérivées successives :

N

N
() = Zn)\nx"_l =0, f'(z)= Zn(n — DAz 2 =0 ,...

n=1 n=2
N
F @) => nn=1)..(n—r)Aa" " =0, fN(@)=NAy=0.

La derniere égalité donne Ay = 0, la suivante, de la forme aAy_1 +bAn =0,
donne Ay_1 = 0 et de proche en proche, tous les A,, sont nuls.

Les vecteurs P(x) construits sur ces fonctions ne sont autres que les polynémes
de degré N, Zg:o cn,x™, dont on voit ainsi qu’ils forment un espace vectoriel
En+1, sur R ou sur C selon que les coefficients {¢,, } sont choisis dans un corps
ou l'autre, la dimension de I'espace étant égale & N 4 1. Ces coeflicients sont
les composantes (contravariantes) du polynéme. La notion d’indépendance
linéaire des monomes z" est une autre expression du fait que deux polynémes
(de méme degré !) sont égaux ssi tous leurs coefficients sont égaux deux a
deux.

Si 'on considere que N peut prendre n’importe quelle valeur dans N, les
différents espaces Eny1 sont “emboités” les uns dans les autres au sens ou
En+1 CEpy1 si N <M. De plus, dans chacun d’entre eux on peut définir
un produit scalaire suivant la regle (27, z) = f; ™ 2™dp(z) ot u(x) est
une certaine fonction positive définissant la mesure. Quand elle est partout
dérivable, on note usuellement du(z) = W (z)dz, ot la fonction W (zx) est
appelée poids. Cette approche est le point de départ de la définition des poly-
némes orthogonaux (voir chapitre 13, section 13.1) ; le produit scalaire de

P(z)= ZN cnz” et de Q(x) = ZN dmx™ est ainsi :

n=1 m=1

N N b
(P.Q =33 Gidngon =@ P gn ™ [ W) ds

n=1m=1



1.5 Espace vectoriel des solutions d'une récurrence d'ordre 2

ol on a considéré un produit scalaire hermitien, gardant la possibilité de
polyndmes a coefficients complexes, mais le tenseur métrique g est ici réel.

Remarquer que 'on peut aussi considérer le produit scalaire de deux poly-
némes de degrés différents : si Q(x) € Epr41 est de degré M > N, il suffit
de réaliser que P(x) € En11 appartient en fait & ce sous-espace vectoriel de
Enr+1, ayant toutes ses composantes nulles dans le complémentaire de Eny1
dans Epryq.

(o . s N N
(c) Les dérivées P'(x) sont égales a > " nc,a™ =) ¢;,x2", et forment pour

les mémes raisons un espace vectoriel £y de dimension N — 1, strictement
inclus dans En41.

1.5 Espace vectoriel des solutions d’une récurrence
d’ordre 2

Soit la relation de récurrence :
fln+2)=af(n+1)+0bf(n) , (1.7)

ou a et b sont des réels, f une fonction inconnue et n € N.

1. Montrer que I'ensemble des solutions de (1.7) a la structure d'espace vectoriel sur R.
2. Montrer que la donnée de f(0) et f(1) détermine complétement la solution.

3. En déduire que la solution générale est de la forme C f1(n) + Cs fa(n), ou les f; sont
deux solutions particuliéres linéairement indépendantes.

4. On cherche des solutions particuliéres de la forme r™ ou r € R. A quelle condition sur
a et b obtient-on deux solutions distinctes 7

5. Dans le cas contraire, on pose f(n) = r"¢(n) ; étudier la suite de fonctions ¢(n), et
trouver alors la solution générale de (1.7).

1. C’est la linéarité de I’équation qui donne a ’ensemble de ses solutions une structure
d’espace vectoriel. En effet, soit deux solutions fi(n) et fa(n) :

fim+2)=afi(n+1)+bfi(n) , faln+2) =afo(n+1) 4+ bfa(n) .
Soit maintenant la combinaison linéaire quelconque g = A fi + Aafo ; on a :

g(n+2) =1 f1(n+2)+ A2 fo(n+2) = M [afi(n+1)+0f1(n)]+Ae[afo(n+1)+bfa(n)] ;
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le développement du second membre donne :

montrant que toute combinaison linéaire de solutions est solution, ’ensemble des
solutions formant ainsi un espace vectoriel de dimension 2 sur R (puisque a et b
sont réels).

2. Connaissant f(0) et f(1), on en déduit de proche en proche une suite unique :

F(2) = af()+bf(0) , f(3) = alaf(1)+Df(0)]+bf(1) = (a®+b)f(1)+abf(0) , etc.,

de sorte que d’une facon générale :
f(n) = anf(0) + Bnf(1) , ap=1, Bo=0, 1 =0, fr=1.

3. Se donnant deux jeux de conditions initiales distincts, f;(0) et f;(1), ¢ = 1, 2,
on en déduit deux suites distinctes f;(n) qui ne sont pas proportionnelles I'une a
l'autre et donc sont linéairement indépendantes. Comme montré ci-dessus, toute
combinaison linéaire C f1(n) + Ca fo(n) est aussi solution. Réciproquement, toute
solution étant donnée, donc de la forme f(n)= a,f(0) + B, f(1), on peut définir
deux solutions particulieres en prenant d’une part f(0)=1 et f(1)=0, d’autre part

F(0)=0et f(1)=1.

4. Avec fi(n)=7r", r € R, il vient r"*2 =qar"*! + br" ; écartant la solution triviale
r=0, les valeurs de r sont les solutions de 72 — ar — b=0, soit 7= %(a ++va? + 4b).
La condition sur a et b pour avoir deux solutions distinctes est a? + 4b # 0. En
pareil cas, la solution la plus générale de (1.7) est :

1
f)=Cirt + G, re=(akVa?+4b)

La solution satisfaisant en outre les conditions (“initiales”) f(0) = A et f(1) = B
est donc telle que :
B— Ar_ Ary — B

A=C1+Cs B:Clr+—|—(]2r_ — (Ci=—, (3=
ry —Tr— ry —7r—

5. Si a? +4b =0, posant f(n) = r"¢(n), il vient :

r"+2¢(n+2) = ar""’l(b(n—i—l)—%Qr”qb(n) = T2¢(n+2)—ar¢(n+1)—|—a§¢(n) =0 .

On a une premiere solution particuliere en prenant ¢(n)=C'® donnant r=73 soit

Ji(n)=(5)". Gardant cette valeur de r, la récurrence ci-dessus & droite s’écrit :

TOM+D = T+ 1)+ Lo =0 = b(n+2)=20(n+1) - d(n) ;
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ar inspection (ou en écrivant les premiers termes), on voit que ¢(n) = n, d’ou une
b) b

a

deuxieme solution fo(n) = n(§)". La solution générale est dans ce cas de la forme :

a

fln) = €1+ Cm)(§)"

les deux constantes étant fixées par les égalités C1 = f(0) et (C1 + C2)§ = f(1),
d’ou la solution satisfaisant les deux conditions initiales prescrites :

)" =1 =mFOG)" +FDEF

Q
e

¢ Remarque
Apres avoir étudié la section 11.8 du livre., on pourra ultérieurement faire le lien
entre les résultats ci-dessus et la solution de I’équation f” —af’ — bf =0. ¢

1.6 Opérations sur les matrices

1. Trouver la puissance n° de la matrice

O O =
O ==
== O

2. Soit les deux matrices o1 = [ (1) é } et o3 = { (1) _01 ]

a) Trouver la matrice oo hermitique et de trace nulle telle que [0, 02] = 2io3.
b)

c
d) Montrer que €7~ peut s'écrire comme une combinaison linéaire de 1, et de 0.

Combien vaut o2 ?
Ces matrices ont-elles chacune un inverse ? Si oui, quels sont-ils ?

(
(
(
(

3. Soit Py la matrice N x N dont tous les éléments sont égaux a 1.

a) Comment s'exprime P% en fonction de Py ?

N
(b) On pose Py =wPy, ot w € R. Comment doit-on choisir  pour que P]%, =Py7
(c) Quelles sont les valeurs propres de Py ?
(d)

d) Selon le théoreme de Cayley - Hamilton, quelle équation satisfait la matrice Py 7

4. Soit I'ensemble des matrices { Z

addition et multiplication des matrices. Montrer que cet ensemble forme un corps
isomorphe a C ; quelle est la matrice associée au nombre i ?

} ol a et b sont des réels, doté des deux LCI

5. Soit la matrice R(6) = { _Czlbneg Zg;z }
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(a) Posséde-t-elle un inverse ? Si oui, le trouver.
(b) A quoi est égal le produit R(0)R(¢') ?
(c) Quelle est la signification géométrique de R(6) ?

1 —a O 0
. . 0 1 —-a O . . L.
6. Soit la matrice M = 0 0 1 —a |- Est-elle inversible ? Si oui, trouver son
0 0 0 1

inverse et généraliser a une dimension quelconque.

7. Soit M une matrice hermitique de dimension quelconque, dont toutes les valeurs propres
i sont réelles et non dégénérées!, associées aux vecteurs propres |i).
. . Yo 1 n
(a) Expliquer pourquoi la série )\ -7 iy est convergente.

(b) Combien vaut >, o 4 M™ ) ?

(c) Les résultats précédents permettent de donner un sens a £(z) = e*M ol z € C;
montrer que E(z + 2') = E(2)E(Z).
Quel est l'inverse de £(z) 7

En déduire que [E(it)]T = £(—it).

Soit H une matrice de dimension finie et R(z) = Snen 2 MHYH™, ol z € C.
On note E,, les valeurs propres de H.

)
(e) Que peut-on dire de la matrice £(it) quand t € R ?
(f)

)

i. Pour quelles valeurs de z la série est-elle convergente 7
ii. Lorsque c'est le cas, écrire I'expression ramassée de R(z).

1 10
1. Les premitres puissances de la matrice M < | 0 1 1 | sont
|0 0 1
1 2 1 1 3 3] 1 4 6
M*=|0 1 2|, M*=<|0 1 3|, M'=|0 1 4], (L8
0 0 1 0 0 1| 0 01

qui permettent au passage d’illustrer le théoréeme de Cayley - Hamilton. En effet,
I'équation caractéristique de M est (1 —\)2 =0, d'out M3 —3M? +3M —13=0;

on a bien :
1 3 3 1 2 1 1 1 0 1 00
01 3(-3]012]|4+3[0 1 1|-[00O0]|=0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

LCette derniere propriété n’est pas essentielle, mais adoptée pour la simplicité.

10
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M ayant un déterminant non nul (il est égal & 1), son inverse existe ; selon le méme
théoréme, on a :

1 21 1 10
M *t=M?>-3M+31; — M'=|01 2|-3]0 1 1]|+313,
0 0 1 0 0 1

soit :
1 -1 1
Mt=]10 1 —-1/]. (1.9)
0 0 1

Les premieres puissances de M suggerent que les éléments de M™ sont de la forme
(M™)12=(M")s3 = n, (M")15==1n(n — 1), les autres éléments étant identiques &
ceux de M. Prenant ceci comme hypothese, on peut alors écrire :

3
(M"Y, Z Mjs=1x14nx14+0x0=n+1,
j=1
3
§ . 1 nn—1) (n+1)n
(M+1)13:Zl(M )lej3:1><0+n><1+§n(n—1)><1:n+ 5 = 5 ’
J=

égalités qui reproduisent au rang suivant les mémes formes pour les élements de
matrice. Noter que les éléments de matrice traduisent 'égalité C? = CP~| +CP_,
a lorigine du triangle de Pascal (avec p = 0, 1), d’ott I'apparition des coefﬁments
du bindéme C? et C}.

En définitive :

1 n in(n—1)
MP=10 1 n
0 0 1

Ce résultat se préte a l'illustration d’opérations formelles de routine ; par exemple,
soit & définir 'exponentielle €™ ot z est un scalaire, que I’on pose naturellement
égale & ) Zy M™, et est donc la matrice :

n

> neN % > nen an' 2 onen 2T % (n— 1)%'
M n
e = 0 ZneN = ZnEN nir ! )
0 0 EnEN nl

on reconnait les développements de e?, ze? et %ZZ e? d’ou :

e’ ze* 1% 1 2 122
M= 0 e ze? =e*| 0 1 =z (1.10)
0 0 e® 0 0 1

Rappelons que, une matrice carrée M de dimension N étant donnée ainsi qu'une
fonction f possédant un développement en série entiere, le théoreme de Cayley -

1
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Hamilton permet d’écrire la matrice f(M) sous la forme d’un polynéme en M de
degré N — 1 ; le calcul précédent illustre ce fait, puisque pour la matrice 3x3 M,
et pour la fonction exponentielle f(Z) = e, on a selon (1.8) et (1.10) avec z=1 :

F(M)=eM =ely+eM + SMQ
et plus généralement :

1
eM = e%15 + 267 M—|—2,z e*M? .

Un autre exemple de manipulation formelle est le suivant. La matrice M s’écrit
aussi :

o1
M=13+X , X100
0

on voit immédiatement que X? a un seul élément non nul, tout & fait en haut a
droite et égal & 1, et que X3 = 0 (le polynome caractéristique de X est A3 = 0).
Soit maintenant & trouver I'inverse de M en écrivant M ~! = (1+X)~! ; en utilisant
le développement formel de la série géométrique, on a :

M7'=>(-1)"X"=13- X+ X*+0,
neN

la deuxieme égalité venant de X3+* = 0si k€N ; on retrouve bien ainsi M ~! obtenu
autrement en (1.9), et aussi 1’égalité formelle entre matrices pour la dimension 3 :

1
13+ X

=13—- X+ X? |

qui se généralise immédiatement dans un espace vectoriel de dimension N :

N-1
nrxt o x0€E
1N+ nEZ:O N
. . 0 1 1 0
2. Soit les deux matrices o1 = [ 10 ] et o3 = [ 0 -1 ]

Z ] telle que [o1, 02] = 2i03 satisfait 1’égalité :

(Vo lle al-[eally o]=15 51

(a) La matrice oo = [ Z

soit :



1.6 Qpérations sur les matrices

La matrice o9 est donc de la forme [ b—ﬁ 9% z } Elle est de trace nulle si

- . . N . 0 —i
2a = 0 et hermitique si b* = b+ 2i,donta=0et b= —i: 09 = { ; 01 }
(b) On note immédiatement que o2 = 12, quel que soit . Ceci peut aussi se voir
en invoquant le théoreme de Cayley - Hamilton, 1’équation caractéristique
(commune aux trois o, ) étant A2 — 1=0.

(¢) Le déterminant des o, vaut —1 ; étant différent de zéro, chaque o, a un

inverse. En multipliant I'égalité 02 = 15 & gauche (ou & droite, au choix) par
o !, on obtient 0 102 = 0.1, soit 0, = o' : chaque o, est égale & son
propre inverse.
On remarque que si I'on se propose de trouver les matrices hermitiques 2 x 2
satisfaisant 02 = 14, on vient d’en trouver déja 4 : les trois o, et 15. Mais il
en existe en fait une infinité d’autres, obtenues selon Po,P~! ot P est une
matrice de changement de base. Ainsi, comparée & I’équation scalaire 22 = 1,
qui n’a que les deux solutions z = +1, I’équation matricielle minimale (espace
vectoriel de dimension 2 !) analogue posséde déja une infinité de solutions.
Ceci leve le voile sur I'extréme richesse de ’algebre des matrices, résultant
principalement de la non-commutativité du produit.

(d) Le symbole e®7> est un raccourci d’écriture pour la série entiere Y, o (iz)!n ol.
p étant entier dans N (et méme dans Z), on a 0?7 =15 et 02PT1 =0, ; la série
entiere ci-dessus converge uniformément dans le plan C puisque o, est une
matrice de dimension finie (ses valeurs propres sont donc finies, en fait elles
valent 1) : on peut donc grouper les termes comme on veut. En rassemblant
les termes pairs, on obtient la série de Taylor du cosinus, tous en facteur de
15 ; les termes impairs, en facteur de io,, reconstituent celui du sinus. Au
total :

’ei‘%a = cos 01y +isinf o,

qui est une formule d’Euler généralisée, rencontrée en théorie quantique des
qu’il s’agit d’un spin %, réel ou fictif. L’exponentielle est bien une combinai-
son linéaire de 15 et de o4, que 'on peut a nouveau considérer comme une
simple conséquence du théoreme de Cayley - Hamilton, toutes les puissances
supérieures ou égales a 2 s’exprimant en fonction de 15 ou o,.

On aura remarqué que les matrices 15 et les o, obéissent a une algebre identiques
a celles des quaternions (voir probleme 15.7).

3. (a) SiPy estla matrice N x N dont tous les éléments sont égaux a 1, les éléments
de matrice de P% sont :

N
=> (Pn)ik(Pw)i =N,
k=1

étant eux aussi tous égaux entre eux, comme ceux de Py, on peut écrire :

13



Chapitre 1 Algebre linéaire

(b) Posant Py = @wPy, @w € R, on a P} = w?P% = w?NPy = wNPy. Pour
avoir P% = Py, il faut prendre w= % ; alors, Py est idempotent : I'élever a
une puissance (entiere) quelconque ne lui fait rien ; comme appliquer Py une
deuxieme fois ne fait rien de plus, il est naturel de dire, par analogie avec la

géométrie élémentaire, que cet opérateur est un projecteur.

(c) En raison de I’égalité P% = Py, les valeurs propres de Py ne peuvent étre que
0 ou 1 (toujours Cayley - Hamilton !). D’une autre fagon, il suffit de raisonner
avec les vecteurs propres, qui peuvent former une base (Py est diagonalisable
en tant que matrice symétrique) ; soit |[A) un vecteur propre associé a la valeur
propre A :

PalA) = AA) = P3IX) = A2|A)

mais comme P% = Py, on a A2 = ), d’oll les deux seules possibilités A=0, 1.
La valeur propre 0 est dégénérée N — 1 fois, et on peut lui associer N — 1
vecteurs propres linéairement indépendants |0g).

Revenant & la notion de projecteur, on voit que le vecteur propre |1) engendre
le sous-espace (unidimensionnel) sur lequel Py projette tout vecteur, les N —1
autres vecteurs propres |0;) étant une base pour son complément orthogonal ;
un projecteur de ce dernier est Uopérateur Qy = 1y — Py puisque Qn|1) = 0
et que Qn|0x) = |0x) quel que soit k.

(d) Selon le théoreme de Cayley - Hamilton, la matrice Py satisfait P& — Py =0,
qui n’est rien d’autre que 1’égalité caractéristique traduisant ’idempotence.

4. Soit M, S [ z _ab } , avec a et b réels. La stabilité de ’addition est trivialement

assurée :

(@+a) —(b+b)

s b= [ 618 ) <M

en ce qui concerne celle de la multiplication, elle s’écrit :

aa’ — bl —ab — ba’

Mo, oMar 0 = [ ba' 4+ ab’ —bb + aa’

:| = Maa’—bb’,ab’—i—ba' .

Dans les deux relations reliant les couples (a, b) et (a’, ') pour addition et la mul-
tiplication des matrices, on reconnait ’addition et la multiplication des complexes :
2= a+tib, 2 Zd iV = 242 = (a+d)+i(b+b), 2’ = (ad’—bb)+i(ab +ba’) |
d’oti I'isomorphisme entre le corps des M, ; et le corps C des complexes, puisqu’il
existe d’une part une correspondance biunivoque entre les éléments des deux en-
sembles et que, d’autre part, les opérations effectuées dans I'un de ceux-ci est le
fidele reflet des opérations effectuées dans I'autre — et réciproquement.

0 -1

De toute évidence, la matrice en correspondance avec i est My 1= [ 1 0

} ; son

-1 0

carre est [ 0 -1

} =M_1,0=—13, en traduction fidele de 1’égalité i2=—1.
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1.6 Qpérations sur les matrices

cosf sinf
—sinf cosd
non-nul, elle est réguliere. Par la méthode standard (matrice transposée des
cofacteurs), on trouve sans peine :

5. (a) La matrice R(0) = [ } a pour déterminant 1 : celui-ci étant

R7(0) < |

cosf —sind } )

sinf  cosf ’
on observe que R™1(6) = R(—0).

(b) Par le produit matriciel, le produit R(0)R (') est :

[ cos @ cosf — sinfsin @’ cos 0sin ' sin 0 cos 6’ }
—sinfcos® —cosfsin® —sinfsind +cosfcosh |’

ol ’on reconnait les lignes trigonométriques de 6 + 6’, d’ou :

[ cos(0+0') sin(6+6")

—sin(@ +0") cos(0+0") } — RORO)=RO+E) .

(c) R(f) est la matrice reliant les composantes de deux vecteurs du plan R? se
transformant I'un dans ’autre par une rotation de I’angle 6.

6. La matrice M est inversible puisque son déterminant est non nul — il vaut 1 (la
matrice étant triangulaire, c’est juste le produit des éléments diagonaux). En ap-
pliquant la regle de calcul de I'inverse, on trouve :

1 a o d

_ 01 a da?
M-t = 00 1 4 , (1.11)

00 0 1

que l'on peut aussi obtenir par des manipulations élémentaires en partant du théo-
reme de Cayley - Hamilton, lequel s’écrit ici :

M* —4AM® +6M* —4M +1, =0 <<= M '=—-M>+4M> —6M +41, ,
puisque, la matrice étant triangulaire, det(M — A1) = (1 — \)*. Pour une matrice

de dimension N quelconque, on écrit M;; = d;; — ad;j—1, avec 1 <4, § < N, et on

cherche a vérifier que :
_ a=kF k<l
(M~ = { 0 k1 (1.12)

est effectivement la matrice inverse. On a :
J

(MMil)ij:Z (i — adir—1) Z&kaj k Zék Lai TR

k=1

La seconde somme s’écrit Zk, Siwral ™+ elle est nulle si i+ 1> et vaut /7 si
i1+ 1<j ; de surcroit, le terme k:’ 0 est toujours nul puisque i>1. Il vient ainsi :

J j—1
(MM?l)ij - Z‘Sikajfk - Z Sipra?
k=1

k'=1

15



Chapitre 1 Algebre linéaire

7.

Seul le terme k& = j de la premiére somme survit a la différence des deux sommes,

donnant (M M _1)”. = 0;5, comme escompté. Ce résultat peut aussi s’obtenir moins

laborieusement en écrivant M =14 — aX avec :

0 0

, XP= . X=

o

O

&
OO OO
S o o
o o= O
o= O O
o O O
o O o
SO = O
o O OO
o O OO
o O OO
S o o

0
0
0

et X4*t* =0 si k € N. En développant formellement en série géométrique :

1

M1l=—" -
14—CLX

Z(aX)” =14+ aX +a®X?+a3X3
neN
procédé qui redonne (1.11), mais beaucoup plus vite. Pour une dimension quel-

conque N, on a toujours M =15 —aX, X de méme structure que ci-dessus, et avec
cette fois XNtk =0, k € N, d’ot immédiatement :

N-1
M7 =1y + Y a’'X¢

q=1

obtenant ainsi plus élégamment la généralisation du résultat (1.11).

(a) La série Y-, .y = pit est le développement en série entiere de 'exponentielle
eMr qui est convergente V puy € C.

(b) Toutes les valeurs propres de M étant finies, la somme Y 5, M™ est une

matrice notée ¢™ dont les valeurs propres sont les e#*, et les vecteurs propres
ceux de M ; en conséquence, utilisant la notation de Dirac [9] et notant |us)
les vecteurs propres normalisés & I'unité, la décomposition spectrale de e

s’écrit :
M =" k) e (] -
k

(c) Cela fait, la matrice £(z) = e*M ot z € C, est bien définie ; on a d’une part :

E(z+2) = 3 ) ) G
k

d’autre part :

EREE) =3 ) e (gl puwr) &= (g
kK’

La matrice M étant hermitique, ses vecteurs propres sont orthogonaux, d’ou
(k| k) = dgrr et en conséquence :

E(E) = 3 ) €% o | = E(z+ ) |
k
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1.7 Diagonalisation

(d) L’inverse de £(z) est la matrice ayant les mémes vecteurs propres et les valeurs
propres e“% = e HkZ

(E@) "

(M) = D7 ) e (| = e M (1.13)
k

(e) Les valeurs propres de £(it) sont les nombres e'®** qui, ¢ étant réel, sont tous
de module unité : £(it) est donc une matrice unitaire.

(f) On déduit que [£(it)] = (S(it))_l, qui vaut donc E(—it) selon (1.13).
() i Ona R(z)=1> (%)n ; la série géométrique S(Z) = D onen 2"
converge ssi |Z| < 1, ce qui impose ici |z| > max |E,|, soit & 'extérieur

du disque dont le rayon est égal au module de la plus grande valeur pro-
pre en module.

ii. On sait que S(Z) = -1 quand |Z| < 1, de sorte que :

11 1
Vz, |z| > max|E,| : R(Z):gl_ﬁ T -H

Dans le langage de la théorie quantique ou la matrice H est une représen-
tation du Hamiltonien, R(z) s’appelle résolvante et joue un role de premier
plan pour I’évolution temporelle d’un systéme ou la détermination de sa
densité d’état [10].

1.7 Diagonalisation
01 0
1. Soit la matrice Ms = | 0 0 1
0 0 0

(a) Trouver tous ses vecteurs propres. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

(b) Généraliser ces résultats a la matrice My de dimension quelconque.

2. Soit une application linéaire H dans un espace vectoriel de dimension IV, dont la matrice
sur la base orthonormée {|e,,)},, est la matrice H, dont les seuls éléments non nuls sont
ceux situés juste au-dessus et au-dessous de la diagonale principale, et aux extrémités
de I' "anti-diagonale”, tous égaux a v € R :

[0 » 0 ... 0 w
v 0 v . ... 0
9y 0 w 0
v 0
0 v 0 v
L v O 0 v 0]

17



Chapitre 1

(a)
(b)

Algebre linéaire

Cette matrice est-elle diagonalisable 7

Soit R I'application linéaire dont I'écriture a la Dirac est 25:1 lent1){en|, avecla
convention d’écriture |en4 1) =|ey) ; écrire H 3 I'aide de R et de son adjointe R'.

Déterminer les puissances successives de R ; en particulier, combien vaut RV ?
Compte tenu de ce dernier résultat, quelles sont les valeurs propres de R ?

Soit 7 I'une quelconque des valeurs propres de R ; montrer que le vecteur défini
déf N o

comme [¢hg) = >, 77 |e,) est propre de H et préciser la valeur propre corres-

pondante.

Normaliser les vecteurs propres a l'unité, et écrire U, matrice de passage des
{len) }n aux {|tx) }x. Quelle est la matrice U~ ?

2.

()

(a)
(b)
()

Les valeurs propres de M3 sont les zéros du déterminant :

-2 1 0
DsN) =] 0 —x 1
0 0 -\

qui, en raison de sa forme triangulaire, est égal au produit des éléments dia-
gonaux : D3(A\)=—M\3. Il y a donc une valeur propre A=0, trois fois dégénérée.

x, y et z étant les composantes des vecteurs propres, elles doivent satisfaire le
systeme :

Oxz+1xy4+0x2=0, Oxz4+0xy+1x2=0, Oxz+0xy+0xz=0,

étant entendu que ces trois équations ne sont pas linéairement indépendantes
puisqu’elles incorporent le choix de A annulant le déterminant Ds(A). On en
tire y =0 et 2z =0, x étant indéterminé ; s’agissant de trouver des vecteurs
propres linéairement indépendants, il existe donc une seule solution, le vecteur
de composantes (1, 0, 0), & un facteur pres. L’espace vectoriel étant de dimen-
sion 3, toute base est constituée de trois vecteurs : comme il n’existe qu’'un
vecteur propre, la matrice M3 n’est pas diagonalisable, par définition.

Pour une matrice My de dimension quelconque, on a Dy (\) = (=A)V ; de
toute évidence, aucun des résultats ci-dessus n’est modifié : 'unique valeur
propre A=0 est dégénérée N fois et le seul vecteur propre est (1, 0, 0, ..., 0).

Etant symétrique réelle, la matrice ‘H est diagonalisable.
. - N
On a immédiatement H = v(R+ RT) =0 Y, (|ent1){en] + [en)(€nt1]).

Le carré de R est :

R? = Z Z lent1)(enlemi1)(em| = Z |len+1){€n—1]

n=1m=1
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1.7 Diagonalisation

la seconde égalité venant de (e, |€;m+1) =0nm+t1. Avec la convention d’écriture
adoptée, |enin)=|en), toutes les égalités entre indices doivent étre entendues?
modulo N ; avec k < [ les seuls éléments non nuls de la matrice représentant
I'application R?, (R?)y, sont ceux tels que k = [—2 ; pour le triangle inférieur,
k > 1, les seuls éléments (R?);; non nuls sont ceux pour lesquels k = [ —2+ N.
Au total, les seuls éléments non nuls sont ceux dont la différence des indices
est, en valeur absolue, égale & 2 modulo N, soit |k — | = 2(N).

L’argument est le méme pour les éléments (R™); :
(R™)kt = Okt n () -

De facon imagée, le passage de R™ & R"T! se traduit par une montée d’un
étage de la ligne a 45° des éléments non nuls situés dans les triangles supérieur
et inférieur. Lorsque l'on arrive & la puissance NN, tous les éléments non nuls
sont sur la diagonale principale et valent 1, d’ou I'égalité RY = 1.

(d) Les valeurs propres de R sont celles de sa matrice représentative R ; comme
RN =1y, le théoreme de Cayley - Hamilton dit que I’équation caractéristique
de R est rV =1 : les valeurs propres sont donc les N racines N° de 1'unité :

Elles sont toutes distinctes, rp #rp si k#k’ : il n’y a donc pas dégénérescence.
(e) On a:

N N
Hly) = U(RJFRT Wow) = Z Z Th (leng1)(en] + len){(entil)lem) ;

n=1m=1

compte tenu de Porthonormalisation de la base {|e,)}, il vient :

2

N N
lek = ZZ |en+1 nm+|en n+1m = Z Tk|en+1 +Tk |en>) 5
n=1m=1

en faisant glisser d’un cran vers le bas l'indice muet de la premiére somme (et
en jouant toujours implicitement avec N + 1 =1 (N)), il vient :

2

N
Hip) = Z +rpen)) = 20 7“k:+ Z rilen)

d’ou finalement H|¢y) = 2vcoskB|vy) ; |1k) est bien propre de H, la valeur
propre étant 2v cos k%’r

(f) La base étant orthonormalisée, le carré de la norme de tout vecteur est la
somme des modules carrés de ses composantes ; pour |iy), introduisant en

20n peut se représenter la situation en imaginant N points régulierement répartis sur un cercle.
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Algebre linéaire

facteur la constante de normalisation N, la normalisation & 1'unité s’exprime
comie :

N
NVEI 1P =1 < WPN=1,
n=1

puisque tous les r sont de module unité. Les vecteurs propres normalisés sont
donc :

eia N kO
kK
k) = > e e,)
VN —
n=1
ol v est une phase arbitraire. On sait que les |¢x) sont orthogonaux en tant
que vecteurs propres d’une matrice symétrique® dépourvue de dégénérescence ;
ceci se vérifie facilement :

N N
1 3 * L/ 1 i(k!—=k)1
([r), |thw)) = ~ 3 (elkn) ek no — N 3 el —hme
n=1 n=1
(k' — k)9 1—ci(F —RINO
1—ei(k’ —k)o
dont le numérateur est nul puisque k et &’ sont entiers et que N6 = 27.
U étant la matrice de passage {|e,) }n — {|¥k) }k, ona [¢) =", Unklen) ; mul-
tipliant cette égalité a gauche par (e,,|, il vient (em[1r) =", UnkOmn =Umk,
égalité que l'on lit a 'envers pour en déduire :

avec k#k’, la somme géométrique de droite vaut e fraction

1 .
Umk _ <em‘wk¢> — 7elmk0

VN

U est une transformation unitaire ; la base étant orthonormée, la matrice
inverse s’obtient en transposant et en conjuguant la matrice de U :

1
(U)o = Umi)" = ﬁe_lmke :

Il est aisé de vérifier (en sommant les progressions géométriques) que :

N
(U1, Umikr = Okpr

m=1

comme il se doit.

1.8 Changement de base

1. (a) L'espace R? est rapporté a un repére orthonormé Oxyz défini par les trois vecteurs

orthonormalisés (f, 7, E) ; soit OXY Z, (f, J, I?) le repére obtenu du précédent
par rotation d'un angle 6 autour de I'axe Ox. Exprimer les composantes X, Y et
Z d'un vecteur quelconque en fonction de ses composantes sur Oxyz.

3ou plus généralement hermitique.
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1.8 Changement de base

(b) Reprendre la question précédente quand le nouveau repere se déduit de Oxyz par
une rotation de 6 autour d'un axe situé dans le plan 2Oy et faisant I'angle ¢ avec
Oz.

déf

2. Soit @, i = 1, 2, 3 une base quelconque de R3, g;; = @;.d;. On définit trois autres

7 a. a. N - - - déf - - s . . .
vecteurs by = (5112;72%53) etc., ol (a1, da, a3) = a1.(da X d3) désigne le produit mixte.

(a) A quoi sont égaux les produits scalaires &’i.gj ?
(b) Soit #¥= )", v;d; et k= > ;le_fj - exprimer le produit scalaire k.7 3 I'aide des v;
et des 1.

(c) Avec R = 3", n;d@; ol n; € Z, 3 quelle condition sur k a-t-on "% =1 quel que
soit R de cette forme 7

(d) Soit x; et &; les composantes d'un méme vecteur sur les deux bases a@; et b;
respectivement ; former la matrice de passage d'une base a I'autre et trouver son
inverse.

3. Soit, dans R3, la matrice Moy, ¢ donnant les composantes d’un vecteur transformé par
la rotation d'angle 6 autour de I'axe Ou.
(a) Former les matrices Moy, ¢ et Mo, o
(b) Calculer les deux produits Moy 9Mo., o et Mo, 9 Mog, 9. Que constate-t-on ?

(c) Interpréter géométriquement le fait que le commutateur [Moy, g9, Mo, o] n'est
pas nul.

(d) Qu'en est-il pour deux rotations quelconques autour du méme axe ?

4. Calculer l'inverse de Moy, g.

1. (a) On a évidemment I :f, puisque i est invariant dans une rotation autour de
Oz ; J a pour composantes (0, cosf, sin @) sur (Z, 7 k), celles de K (qui lui
est orthogonal, 0 —0 + 7 ) étant (0, —sin6, cosf).

Décomposé sur la base (1:’7 j, K ), un vecteur M de composantes X, Y et
Z a pour expression M = XI +YJ+ ZK ; remplagant (I, J, K) par leurs
décompositions sur (;, f, k), il vient :

M = Xi+ Y(cosbj + sin0k) + Z(—sin 0] + cos 0k) .
Ce méme vecteur M s’écrit aussi zi + nyr 2k dott :

X7+ Y (cos 0 + sin0k) + Z(—sin 0] + cos 0k) = xi + yj + zk .
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(b)

Algebre linéaire

L’égalité de deux vecteurs est équivalente a ’égalité de leurs composantes deux
a deux, d’ou :

X=x, Ycosf—Zsin0=y , Ysinf+ Zcost ==z ;
ce systeme linéaire s’inverse facilement pour donner :
X=x, Y=ycosO+zsinf , Z=—ysinf—+ zcosh ,

que 'on peut exprimer sous forme matricielle :

X 10 0 ]
Y [ =] 0 cosf sinf y | £ R0) .
Z 0 —sinf cosf z

L’axe de la rotation d’angle 6 peut étre considéré comme le transformé de
laxe Oz par une rotation d’angle ¢ autour de Oz ; appelons Oz'y’2’ le repere
orthonormé se déduisant de Oxyz par cette derniere rotation. En transposant
convenablement les résultats ci-dessus, on voit que les composantes (2/, ', 2’)
d’un méme vecteur sur Ox’y’z’ sont reliées a ses composantes (z, y, z) par :

x! cos¢ sing 0 x - x
y | =| —sing cos¢ 0 y | = Rs(9) | vy
2! 0 0 1 z z

Maintenant, le repére OXY Z se déduisant de Oz’y’z’ par une rotation autour
de Oz’, on a :

X 1 0 0 x' ) x'
Y | =] 0 cosf sind v | ERO) | Y|,
Z 0 —sinf cosf z z
d’ou :
X 1 0 0 cos¢p sing O T
Y | =] 0 cosf siné —sing cos¢ O y
Z 0 —sinf cosf 0 0 1 z

Effectuant le produit des matrices, on a finalement :

X cos ¢ sin ¢ 0 T T
Y | =]| —cosfsing cosfcos¢p sinf ||y | =Ri1(0)R3(d)| vy
7 sinfsin¢g —sinfcos¢ cosf z z

On remarque que la matrice du produit Rq(68)R3(¢) n’est pas invariante dans
I’échange de 6 et ¢, traduisant le fait que deux rotations autour de deux axes
différents ne commutent pas.

Le produit scalaire d;.by vaut 51‘@;3;72%53) = 0 puisque le numérateur est un

produit mixte contenant deux vecteurs identiques ; il en va de méme pour tous
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1.8 Changement de base

les d@;.b; si i # j. En revanche, @;.by = &’1.% =1, et de méme pour les

a

deux autres Eii.l;i. Au total :

Les bj sont (& un éventuel facteur 27 pres tributaire d’une convention) les
vecteurs d’un espace R3 dit réciproque.

Avecr =), vid; et =Y ; ujgj, utilisant la distributivité du produit scalaire,

on a :
R=20 > vipiiby =D > viidiy =Y visi
i i ‘

i %

Si R=),n;d; ot n; € Z, c’est-a-dire si R est une combinaison en entiers des
trois @;, on a plus précisément k.R =), n;u; ; la condition cherchée s’écrit
alors :

il =1 Yp, .

Choisissant ny =n3 =0, il faut e”#1 =1 quel que soit n, c’est-a-dire que p;
est un multiple entier de 27w. Répétant le méme argument avec n; =ng=0 et

n1=n9 =0, on voit finalement que la condition est équivalente a dire que %k

est une combinaison linéaire en entiers des trois vecteurs b; :

E=27T'ijgj m]'GZ
J

On part de ’égalité :

- S . 1
101 + X202 + Tzaz = 7(5 o i3)
1, @2, 43

[§1d2 X d3 + &adiz X @y + &30 X do]
que 'on multiplie scalairement par d; ; il vient ainsi :
101.01 + T2a7.d9 + X3071.03 = 51 s

puisque a; est orthogonal a d3 X @ et a d; X dz. D’une fagon générale, et
déf 5 o
posant g;; = @;.d; = gj;, on a :

&1 911 912 913 e T T1
S | = | 912 922 923 T2 | = ) )
&3 913 g23 933 T3 xs3

le calcul par la méthode classique de la matrice inverse conduit a :

—9g13922 + 912923
912913 — g11923
—gfg + 911922

— 933 + 922933
913923 — 912933
—9g13922 + 912923

913923 — 912933
—gi3 + 911933
912913 — 911923

avec D = 11922933 + 2912913923 — 911933 - 9229%3 - 933952-
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Chapitre 1

3.

(a)

Algebre linéaire

Soit M’, de composantes (', v, 2), le vecteur transformé de M de com-
posantes (x, y, z) par la rotation d’angle 6 autour de Oxz. Comme il est
équivalent de laisser le vecteur immobile et de faire tourner le repere en sens
inverse, on a :

z’ 1 0 0 ] T , T
y | =0 cosf® —sind y | = Mowo| v
z 0 sin® cos® | | 2 z

De méme pour la rotation autour de Oz :

x’ cosf —sind 07 [ z ) x’
y | = | sinf cosf 0 y | = Moo | v
z 0 0 1 z 2

En effectuant le produit Moz, ¢Mo., ¢, on obtient :

cos &’ —sin @’ 0
Moz oMoz, o0 = | cos@sin® cosfcost —sinf | |
sin@sin® sinfcos@®  cosf

alors que le produit dans ’autre ordre est :

cosf —sin@ cos@ sin@ sinf
Mo, o0 Moy, o= | sing  cos@ cos® —cost sinf |
0 sin 6 cos 0

montrant que ces deux rotations ne commutent pas :

Moz, oMoz, o0 # Moz o0 Mos,o <= [Mow,0, Moz, o] # 0

On peut illustrer géométriquement la non-commutativité de deux rotations en
choisissant un cas tres simple, par exemple en prenant le vecteur unitaire ¢ de
Oz et en lui appliquant deux rotations de 90° dans un ordre ou 'autre :

- R, = —

ez o R,x R,z , Ry =z
i — i — 5, i — ;] = k.

Au contraire, deux rotations quelconques autour du méme axe commutent
entre elles de toute évidence. Ceci se retrouve évidemment sur le produit des
matrices les représentant. Pour des rotations autour de Oz par exemple, on a :

cosf —sinf 0 cosf’ —sinf 0
Mo, oMoy, o = | sinf  cos 0 sinf’  cosf 0 ,
0 0 1 0 0 1

produit qui s’effectue pour donner :

cos@cos® —sinfsinf —sinfcosh —sinh cosd 0
sinfcosf’ +sinf’ cosf cosfcost —sinfsinfd 0 ,
0 0 1
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1.9 Calcul d'un déterminant

oll 'on reconnait les lignes trigonométriques de 1'angle 6 + ¢’, de sorte que
cette matrice est égale a :

cos(0+6') —sin(@+6¢) 0
sin(0+0") cos(@+6) 0
0 0 1

La commutation est alors évidente puisque 6 + 60 =60+ 6, mais elle I’était déja
au vu de la matrice produit.

4. Les matrices Moy, ¢ possedent un inverse (ce sont des transformations orthogo-
nales) ; leur déterminant est égal & +1. On trouve aisément, par exemple :

cos —sinf 07" cos@ sinf O
sinf cosf O = | —sinf cosf O
0 0 1 0 0 1

montrant que M&i.e = Mou, —¢ comme il se doit.

1.9 Calcul d’un déterminant

®* Montrer que le déterminant

a1 +x x x x
x as + x x x
. def x x a T ... x
D]\[(al7 ag, ..., AN ; x) = 3+ (114)
x x x ... anN +x

est égal 3 ajay...an |1+ a:(a—ll + é + ...+ ﬁ)] Commenter ce résultat en examinant les
dérivées de Dy (a1, ag, ..., ay ; x) par rapport a x.

En retranchant I’avant-derniere colonne de la derniere, il vient :

a1 +zx T x .. 0
T as +x T 0
Dy(ay, ag, ..., an; x) = x x az+x .. 0 , (1.15)
T x T v AN
soit Dy (a1, ag, ..., ay; x)=anDy_1(a1, as, ..., ay—1; x) par développement suivant la

derniere colonne. De proche en proche, on en déduit :

Dy(a1,az,....,an; x)=anan_1...azD1(ay; x) .

4Rappelons que ce symbole désigne un probléme ajouté depuis ’édition 2011 du livre de cours.
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Chapitre 1 Algebre linéaire

Comme D (a; ; ) =a; +x, on obtient I’égalité cherchée apres mise en facteur du produit

des a,,.

La dérivée d’un déterminant s’obtient en faisant la somme des dérivées des colonnes
ou des lignes. Dérivant ici les colonnes, on voit immédiatement que toutes les dérivées
d’ordre supérieur ou égal a 2 sont nulles ; la valeur de Dy en =0 est manifestement le
produit des a,,, et la premiere dérivée est immédiate a calculer, d’ou le développement

de Taylor de Dy (a1, as,

oy N 5 ) centré en x=0.

1.10 Déterminant de van der Monde

(® Un déterminant de van der Monde est de la forme :

DN(al, as, ...

2. Répétant la méme opération sur les colonnes deux a deux, en déduire que :

1 as — a1
1 az — ap

1 an—1—a1
1 ay—a1

1 a a%
1 a a3
1 a3 a}
1 ay_1 a%_
an CL?V

0

1

(IQ(QQ — al)
CL3<(13 — Cbl)

an—1(an—1 —a1)
an(any —ai)

1 o a?

1 a a3

2

w | 1 as as
) a/N) = . .
2

1 anv-1 ax_;
an a?\,

0
ay “(az —ay)
a3 ~*(asz — ay)

N—-2

2

ay_i(an—1—a)
(an —a1)

N-2
an

ay (az —ai)
az ~“(az — a1)

ay_i(an—1 —a)
N—-2
an

0
N-2

N—-2

(an —a1)

3. Exprimer Dy a I'aide d'un déterminant de dimension inférieure.

4. En déduire que :

Dy (a1, az, ...

, an)

- I

1<m<n<N

(an - am)
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1.10 Determinant de van der Monde

5. Commenter cette expression.
6. En s'appuyant sur le cas particulier N = 4 et a,, = ™!, trouver les zéros du polynéme

Py(z) = 2* — 325 + 2% + 427 — 228 — 22° — 2210 4+ 4zt + 212 — 3213 4 14

===============7;7;7;7.7.7:7:.7.7;7 ===============

1. On multiplie I’avant-derniere colonne par a; puis on la retranche de la derniere
pour obtenir :

1 a3 .. a) ! 0
2 N—2 N—2
1 as as e a1 ay “(az —aq)
2 N— N-—2
1 as a3 aja; as “(az —ay) (1.20)
2 N—2 N-2
1 an—1 a%_, ala%% aNﬁlgaN,l —ap)
2 — —
1 an ay aray ay “(any —a1)

2. Multipliant maintenant ’avant-avant derniere colonne par a; et la retranchant de
I’avant-derniere, puis répétant cette opération sur les couples de colonnes, on arrive
de proche en proche a :

1 0 0 0
1 as—ag as(as — ay) aévfz(ag—al)
1 az—a az(as — ay) e ad % az —ar)
(1.21)
S
1 anv-1—a1 an-1(any—1—a1) ... ay_;jlan—1—a1)
1 av—a any(an —aq) a]Nvfz(aN—al)

3. En développant suivant la premiere ligne puis en mettant en facteur (as — aq),
(as —ai),..., (any —ay), on obtient un déterminant de van der Monde de dimension
N — 1 ; treés précisément :

DN(al, az, ..., ClN) = (a2 — al)(ag —al)...(aN —a1>DN,1(a2, A3y «eny aN) . (1.22)
4. Le résultat précédent permet d’affirmer que le déterminant Dy _1(ao, as, ..., an)
est égal & (ag —az)(ag —a2)...(ay —a2)Dn_2o(as, aq, ..., an), et ainsi de suite, d’ou

finalement I’expression (1.19).
5. On observe que le déterminant est bien nul si deux ou plusieurs a,, coincident.

6. Avec N =4 et a, = 2" ', le déterminant de van der Monde est :

1 1 1 1
1z z2 28

D4(17 Z, 1,2’ xS) = 1 ,132 $4 1‘6 (123)
1 23 2% 29
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Chapitre 1 Algebre linéaire

dont le calcul montre qu'’il est justement égal & Py(x). On sait d’apres (1.22) que
ce déterminant a aussi pour expression :

(x—1)(2? = 1)(2® = (2 —2)(2® —2)(2® — 2D =2 (2 - 1)S(z+ 1)*(@® + 2+ 1) ,

d’ott 'on déduit les zéros de P(z) : 0 (quadruple), 1 (sextuple), —1 (double) et
1(~141iv3). Avec N =5, on obtient de méme :

Ps(x) = 2'%(1 — 42 32% 4 623 — T2* — 22° — 425 + 1027 + 62° — 1027 + 2210
—102 + 6212 4+ 10212 — 42 — 2215 — 7216 4 6217 + 3218 — 4210 + 2%0) |
Apres factorisation selon (1.22), il vient :
Ps(z) = 2%z — D)0z + D)*(2? + 1)(2® + = + 1)?

d’olt les zéros de Ps(z) : 0, £1, +i et 1(—141v/3) avec les multiplicités respectives
10,10, 4,1, 1, 2 et 2.

1.11 Déterminant de Gram - Schmidt

Soit {e,} une base d'un espace vectoriel euclidien £y de dimension N muni du produit
scalaire (e,, e;,) “ Jnm. Les déterminants A, de Gram - Schmidt sont par définition

A Z det(gnm), 1< M < N. Montrer que les Ay sont tous différents de zéro.

L’espace étant euclidien, on a g,y = gmn. A1 n’est autre que g1 >0 puisqu’il est le

. . 11 912 .
carré de la norme d’un vecteur de base ; on a ensuite Ay = g g = 011922 — g%. Soit
’ g21 G922 12
le vecteur z1€1 4+ z2e2 #0 (x122#0) ; le carré de sa norme® est x%gu + 22122912 +x39227

et il est strictement positif. Il en résulte que le trindme en \ & i—; a un discriminant

négatif, d’oll g%, — g11922 <0, montrant que Ay >0.

. . M
Plus généralement, le carré de la norme du vecteur nonnul )" | z,, e, est la forme
. Ly déf M M . .
quadratique symétrique ®(z1, o, ..., Tr) = D q D omeq InmTnm, qui est strictement
positive quels que soient les x,,. Une telle forme est diagonalisable par une transformation

orthogonale O reliant les z,, & des X, suivant x = OX de telle sorte que :

M
O(1, T2, .00y Tar) = Paing(X1, Xa,os Xag) £ GX7 (1< M<N)
qg=1

5L’espace est Euclidien, non hermitien ; le corps est celui des réels et donc aucune conjugaison
complexe n’est requise.
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1.12 Equation d'Abel

ou tous les G, sont strictement positifs. La matrice diagonale G d’éléments G est reliée
A la matrice g des g, par 1'égalité g=0GO~! ; en vertu de det (AB) = det A det B,
cette égalité donne au niveau des déterminants :

M
1
detg=det (OGO ™) =det Odet Gdet O~ ' =det Odet G——~=det G=[[ G, >0,
det O ok

d’ou le résultat puisque det g ci-dessus n’est autre que Ay, par définition.

1.12 Equation d’Abel

L'équation d'Abel généralisée est :

/a:f(x/)dxla(x) : (1.24)
o ( @

x—a')

ol «v est un exposant compris entre 0 et 1 et o(x) une fonction dérivable a dérivée continue.

1. Aprés multiplication membre & membre par (z — z”)*~! et intégration, montrer que :

/f ) dz / r - aldx":E(x), (1.25)

oll ¥(x) est une certaine intégrale.

2. Montrer que I'intégrale interne est égale 3 —— (voir® chapitre 7, (C-7.64)).

sin

3. En déduire que f(z) = 1 sinar ¥'(z).

4. Montrer finalement que la solution de I'équation intégrale d'Abel peut se mettre sous
la forme :

fla) = %sinom [0(0) 4 /Ox(x —2/)* o' (') da'| . (1.26)

e e ] ? PR ? {) ? {) ? {) ? {) ? {) ? {) ? {) ? {) ? e e e e

L’hypotheése a < 1 est d’emblée requise afin que le premier membre de I’équation
d’Abel existe, sans devoir rien supposer de particulier sur le comportement de I'inconnue

f(@).

60n y trouvera ’égalité T'(2)T'(1 — 2) =

-~ dite formule des compléments.
sin 7z’
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Chapitre 1 Algebre linéaire

1. Apreés multiplication membre & membre par (z — 2”)*~1 de (1.24) et intégration
membre & membre sur z”/, il vient :

/w da’ /bL (x _ x//)a—l f(.%'/) dz' = /3L a(x”)(x _ x//)a—l dz" .
0 0 (a" — a')" 0

Echangeant I’ordre des intégrations a gauche, on obtient :

/Oxf(:c’)dx’/:mdx”zz(m) . X(x) :/Ox(x—a:”)o‘_la(x”)dx” .

Noter que c’est ici qu’intervient ’hypothese additionnelle a > 0 afin d’assurer la
convergence de I'intégrale interne & sa borne inférieure.

2. L’intégrale interne est [7, (x—a”)* (2" —2')~* da”, d’oti 'idée de poser 2"’ —z' =y,
qui donne fowiz (x — 2 — y)* ly=@dy, forme qui suggere a son tour de poser

y=(z—2a')t pour obtenir 'intégrale fol (z—z")e Y (1—t) 2 Y z—a') "2t (x—2') dt,
soit fol(l —t)*~ 1t~ dt. Cette derniere intégrale est la fonction B(a, 1 —a) d’Euler

L'(a)(1—a) -T

(chapitre 7, section 7.1), égale & (a)T'(1—a), ce dernier produit étant

T'la+l—a) —
égal & =—=— en vertu de la formule des compléments. Le point important est que
Sin a7

le résultat de cette intégration est indépendant de x’ (et d’ailleurs aussi de z).

3. Compte tenu de ceci, on a maintenant :

™

/Of f(@)da' =%(z) = f(z) = %sinomZ’(x) .

sin aw

4. On a donc :
1. d ’ myoa—1 " " 1. d ! Ja—1 ! !
fz) = ;smaﬂa/o (x—2")* T o(2")da" = ;smaﬂa/o 2 ro(x—a')da’.

Rappelons comment effectuer la dérivation du terme intégral, le plus direct étant
d’en revenir a la définition de la dérivée :

d E/ -1 ’ / . 1 /erh -1 o
— @ — dz' =1 7{ o h—z)d /_/ ra—1 —2"Vdx' :
e Oa: o(x—a')dx Lim ; ' Co(z+h—2") dx Oz o(x—2")dx

Le grand crochet est :

T z+h
{} = / 2 Ho(x+h—2')—o(x—2)]da’ + / 2 to(x 4+ h—2')da ;
0 T

la fonction o étant dérivable et a dérivée continue, on peut écrire :
o(z+h—12'") = o(z—a")+ho' (x—2')+hn(z—a'; h) , }llir% n(z—z"; h) =0, Vo—2' |
—

d’ou :

T z+h
[} = h/ 2" Mo'(x —2') +m(z — 2’5 h)|da’ + / o lo(x+h—2)da .
0 T
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1.13 Equation de Fredholm

Reportant ces expressions dans le grand crochet figurant dans la définition de la
dérivée, il reste apres simplification des termes qui se compensent :
d x

— [ to(x — ) da' = / 27l (x —2') da’ +
dx J, 0

T 1 x+h
lim {/ n(x —a';h)ds’ + f/ x’a_la(m—kh—x’)dx’}
h—0 0 h .
1 tendant vers zéro avec h, la premiere intégrale est nulle a la limite ; par ailleurs,
la fonction o étant continue (puisqu’elle est dérivable) sur le compact [z, = + h],
elle est bornée, assurant que la limite du terme a droite d’une part existe et d’autre
part est égale & 2“1 (0). En définitive :
x xT

4 2 lo(x —a2')da = / 2" o' (x — 2')da’ + 227 1o (0)

dx J, 0
dont le mode de formation est clair, pourvu que o ait les propriétés mentionnées ci-
dessus : le premier terme vient d’une dérivation sous l'intégrale, le deuxieme résulte
du fait que % foz f(&") da’ = f(x), égalité parfois appelée théoréme fondamental du
calcul intégral. Cette expression de la dérivée peut étre transformée en posant
2" =z — 2’ afin d’obtenir la forme traditionnelle de la solution de 1’équation d’Abel
généralisée :

flx)= %sin am [0(0) z* /Ow(x — "Mt (2 dw”}

¢ Remarque

Cette équation, rencontrée a propos du pendule isochrone de Huyghens (chapitre
9, sous-section 9.5.6) avec a= %, y est résolue en tant qu’application du théoreme
de convolution pour la transformation de Laplace. ¢

1.13 Equation de Fredholm

1. Soit I'équation de Fredholm de seconde espece :

—+m
flx) — )\/ (zcosa’ +x'?sinx + cosasina’) f(x')da’ == . (1.27)

—T

. . 1
Trouver sa solution quand A # ﬂ:1ﬂ—\/§.

2. Trouver les noyaux itérés et la série de Neumann pour I'équation de Fredholm de
seconde espéce dont le noyau est K (z, 2') = xa’, les bornes de I'intégrale étant a=0
et b=1 ; pour quelles valeurs de X la série est-elle convergente ? En déduire la forme
générale de la solution pour une source o(x) donnée.
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Chapitre 1 Algebre linéaire

3. Quelles sont les valeurs propres et les fonctions propres de I'équation de Fredholm de
premiere espece :

+m
f(z) — )\/ (cos? z cos 22" + cos 3z cos® ') f(a')da’ =0 ? (1.28)
0

4. L'équation : )
flz) — )\/ (3z —2)2' f(a')da' =0 ? (1.29)
0

a-t-elle des fonctions propres et des valeurs propres ? Plus généralement, discuter les
solutions de :

1
flx) — )\/ (ax —2)2' f(z")da’ =0 (1.30)
0
selon les valeurs du parametre a.

5. Soit I'équation : X
/ (V' —oxVa) f(a')da' = pf(x) ? (1.31)
0

ou « est un parametre réel. Discuter |'existence de ses fonctions et valeurs propres
selon que p est réel ou complexe.

1. L’équation de Fredholm de seconde espece proposée s’écrit :

flx)= (1 4—/\/+Tr cosx’f(a:’)dx’)x + )\sina:/ﬂr 22 f(2))da’ + (1.32)

—T

+m
)\cosx/ sing’ f(z')dz’ , (1.33)

soit f(x) = (1 + AA)x + ABsinz + AC cos x avec :

Lt . [T o [T
A= cosz'f(z')da’ , B d:ef/ ?f(2')dz’ , C= sinz’f(z') dz”.

—T —T —T

En réinjectant lexpression de f(x) ci-dessus dans ces définitions, il vient :

—+
A:/ cosz’[(14+ AA)z’ + Asina’ B + Acosa’ O] da’

—T

+7

B:/ 2?[(1+ AA)2’ + Asina’ B + Acosz’ C| da’ |
—+7

C= sina’[(1+ AA)z’ + Asina’ B+ Acosa’ C|da’ .

—T
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1.13 Equation de Fredholm

Chacune des intégrales présentes dans les seconds membres peut maintenant étre
effectivement calculée ; on obtient ainsi :

A=(14+XA) x0+ABx0+XC x7
B=(14MXA)x0+ABx0+AC x (—4m) ,
C=(1+M)x2r+ABx1+AC %0 ,
d’ott le systéme linéaire inhomogene pour les trois inconnues A, B et C :
A—7XC =0, B+4+4nA\C=0, —-21tAA—7A\B+C =27 .

1 0 —TA
Le déterminant des inconnues est D(\) = 0 1 dn) | =1+ 27202
=21\ —mA 1

si donc \ # imi/i’ I'application de la méthode systématique de résolution d’un tel
systeme conduit a :
P 8 (1) ZTAA 2m°)
=~ DN 7r T 1 L9r2\2
D(\) o —mh 1 14 272
1 0 —7T)\ 2
1 8T\
B=—— 0 0 47\ |=——F—
2)\2
D(N) B 14 272\
1 0 0
1 2
C=—— 0 1 0 |=——— .
2)2
D(\) “omA —7\ o 14 22
Dans ces conditions, la solution est unique et s’écrit :
212 \2 8722 2T A i
= - i — AFE——
f@) = (4 g mye)? — Trgme 00 T gm0 (VF 51

Si au contraire \ = :I:m‘—ﬁ, le systeme linéaire ci-dessus est d’ordre 2, I'une des
équations étant combinaison linéaire des deux autres, entrainant que l'une des
inconnues restera indéterminée. Ne retenant que les deux premieres équations, on
a A=mAC=+-5C, B=—4r\C =TF2iv/2C. L’équation :

i 7

7"'\/i -7

a alors une infinité de solutions :

C 2C | . C i
fc(:r)—(1—%)x+7smxi17ﬁ/§cosx A=x——+

(zcosz’ + x'?sinz 4 coszsing’) f(z')dz’ =

f(x) F

ou C est une constante arbitraire.
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Chapitre 1 Algebre linéaire

La discussion de l’allure des solutions se fait aisément. Quand A est réel (figure 1.1
a gauche), le graphe de f(z) est une droite (la premiere bissectrice) modulée par les
lignes trigonométriques, 'amplitude des oscillations décroissant avec A (si A=0, la
solution est trivialement f(z)=x). Si A est imaginaire pur, la partie imaginaire de
f(z) est proportionnelle & cos x, la partie réelle étant une ligne modulée (figure 1.1
a droite). Lorsque A se rapproche des valeurs dangereuses +- \'1/5, I’amplitude des
oscillations devient de plus en plus grande, tout comme la pente de la contribution
linéaire, pour diverger a la limite, d’ot la dégénérescence de la solution, devenant
(1.34). Supposant la constante C réelle, la partie réelle de fo(z) retrouve lallure
d’une droite modulée, sa partie imaginaire étant & nouveau proportionnelle & cos .

1 Rf(x 2i
N s fo) \Rf(z) A= 2
us 10 m 50 s
5 \ Cx .
C g S/
-10 -5 5 10" -10- -5 5 10
-5
-10 -50 \ﬁ\
15 \\
\

Figure 1.1: Graphe de la solution de I’équation (1.'27) selon que le parametre A\ est réel
(a gauche) ou imaginaire pur mais différent de :I:W%/§ (a droite).

On retiendra l'importance de la nature complexe ou réelle du parametre A, et
en particulier le fait que, lorsqu’il est imaginaire pur, il existe des valeurs pour
lesquelles, posée comme ci-dessus, ’équation a une infinité de solutions. Si un
tel cas se présente dans une situation concrete, de deux choses 'une : ou bien le
probléme est mal posé (existence d’'une petite partie réelle négligée), ou bien un
grand principe (physique par exemple), toujours a l’ceuvre en coulisse, doit étre
explicitement invoqué, ce qui peut se traduire par des conditions aux limites fixant
le comportement asymptotique ou une certaine valeur en un point ; par exemple,
si f(z) en x = 0 doit prendre une certaine valeur prescrite & I’avance, la constante
C dans (1.34) se trouve ipso facto automatiquement fixée.

2. Pour I’équation de Fredholm de seconde espece :

1
flx) =0o(x) + )\/ xz' f(x') da’ (1.35)
0
les noyaux itérés sont :
(1) A / (2) A ! Ay "o_ :L’ﬂl
Kz, 2"Y=za'" , K'Yz, 2")= | (z2")(2"2")da” = 3
0
1 "0 /
KO o) = [ @) e = 4 KO o) = 5
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1.13 Equation de Fredholm

d'ott Mz, 2/ 5 A) = 3 e A" LK M (2, ') = g‘ix):, qui converge a l'intérieur du
disque inclus dans C centré a l'origine et de rayon 3 ; il ne semble pas facile, au
simple vu de I’équation, de pouvoir affirmer avant tout calcul que toutes les valeurs
complexes |A| = 3 sont singulieres, mais on peut en retrouver l'origine dans la

condition générale | f; dz f; dz’' K (z, o’ )‘2 < 1, qui prend ici la forme trés simple :

1 1 9
|)\|2‘/ dx/ dz’ xa’
0 0

d’out la condition |A| < 3.

1
=_\*<1,
S

Pour une source o(z) donnée, la solution est donc :

F(z) = o(z) + ;i ”; /O 1 do(a’)de’ (A€, |A < 3)

En particulier, pour une source constante og :

(@) :ao[1+ - SA } (A eC, |\ < 3)

B=X)

. Pour I’équation de Fredholm de premiere espece (1.28), on pose :

. +7 é o
A déf/ cos 2z’ f(2') da’ | B d:Cf/ cos® o' f(2') da’ |
0 0

de sorte que f(z) = AA cos? z + AB cos 3z, expression qui, reportée dans les défini-
tions de A et B, donne :

+m
A=)\ cos2x’(Acos21:’+Bcos3x’)dx’:/\(g><A+()><B) ,
0

+m
B:)\/ COS?’.%‘/(ACOSQ,T/+BCOS3$/)dl‘/:)\<OXA—l—gXB) ,
0

d’out le systeme (1-A7)A =0, (1-Ag)B = 0. Il ne possede solutions non triviales

ue si A = 2, auquel cas B = 0 et A est arbitraire, ou A = &, valeur associée &
o ) T

A =0 et B arbitraire :

A=\ = = fi,(x)=Ccos’z ; A=)y ﬁf:% o oy (x) = Ccos3z

C étant une constante arbitraire, inévitable puisque I’équation est homogene (si f
est solution, C'f l'est aussi quelle que soit la constante C).

Ces résultats peuvent clairement s’écrire sous la forme d’une équation aux valeurs
et fonctions propres pour une matrice continue K (z, ') :

—+
K(z, 2')fr, (@) da" = N\ fr, (z) , K(z, 2') = cos? 2 cos 22" + cos 3z cos® 2’
0
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Chapitre 1 Algebre linéaire
ou méme, utilisant la notation de Dirac K (z, z') = (z|K|z') et f(z) = (z|f) :
—+m
Voo [ IR @A) = Malf) = Kl =Nl
0
4. L’équation (1.29) s’écrit :
1
F(@) = A3z — 2)/ 2 (@) da’ = A\(3r—2) A
0

conduisant a I’égalité A = fol 2’ (32" —2) Ada’ soit, calculant 'intégrale, A = 0x A :
I’équation n’admet donc que la solution identiquement nulle ; elle ne possede aucune
valeur propre, aucun vecteur propre.

- )\/O (ax — 2)a' f(2') da’ =

on a f(z) = Aax — 2) fol 2 f(2')da’ = AMaz — 2) A, d’olt la suite d’égalités :

Plus généralement, avec :

1
A= / 2’ ANaz' —2) Ada’ =Nz —1)A .
0

Avec a # 3, il existe cette fois une (et une seule) valeur propre A = \; < ,
donnant la fonction propre :

A=)\ = —3 fa, (z) = Clax — 2)

C étant arbitraire (noter que a peut tout a fait étre complexe).

5. L’équation :

/0 (VI — aaVa) [(') da’ = pf ()

montre que f(x) = %[\fA —arB]ou A= fo "Yda' et B = fo V! f (2!

d’on les égalités :

1 12, a
A= HWA 2'[Va' A — aa’ B]da' u(5A—L—B),

/\F\FA ax’ Bl dz 1(;A—2—QB),

conduisant au systéme homogene :

2 «
- 3)A+-B=
(1 5)+3 0,
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1.14 Equation de Volterra

Le déterminant des inconnues est —(p — 2)(u+22) — ¢ = —p> — 2(a — Dp— 1%5.

S’il n’est pas nul, la seule solution est la solution triviale A = B = 0 ; dans le cas

contraire, p? + %(a — 1)p+ 755 = 0 donne les deux solutions :

ol 1
= paa) 2 (1—a)i—\/6a2—13a+6} .

5 V6
déf 9 déf 3

Lorsque a est réel, les p+ sont aussi réels si a <a_ = 5 ousi a>ay = 5. Sinon,
les deux fonctions g4 () sont complexes conjuguées 'une de lautre (voir figure
1.2) ; c’est notamment le cas lorsque o = 1 (alors le noyau est symétrique) :

i

px(1) = 157\@ :
0.4A K
K+
0.2}
Sty
-05 o 10 15 20—25 «
%p7 ( Kt
02} \
N
H—
*0.4’ \

Figure 1.2: Variation en fonction de o € R des valeurs propres p(«) pour lesquelles
Péquation homogene (1.31) posseéde des solutions autres que la solution triviale. 4 est

réel si a<a_ :% ousi a>a; =32 ; dans I'intervalle [a_, o], p est complexe (p_ = p4).

p1 étant choisi égal & p (o) ou pu— (), la solution est fy (z) = -2 [/z —aZz], soit :

e |

B A5f— [V6(1+ a) £ v6a% —13a+ 6] &
B V6(1 - a) + 602 — 13a + 6
ol A est une constante arbitraire. Lorsque a— 0, on trouve f, (z) *)% VT, qui est

trivialement la solution de I’équation de départ avec a« =0 cependant que f_(z)— oo
puisque pu— —0.

f+(z) Vi

1.14 Equation de Volterra

1. Trouver les résolvantes I'(z, 2’ ; A) des équations de Volterra de seconde espece dont
les noyaux sont :

2 2

K(z,2')=1, K(z,2)=z -1, K(z,2')=¢e"""7" . (1.36)
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Chapitre 1 Algebre linéaire

2. Quelle est la solution de I'équation :

===============7;7;7:7:.7:7:.7:7.7;7 ===============

1. L’équation de Volterra de seconde espece est :

flx)=0o(z) + )\/ K(x, ') f(a')da’ . (1.38)
Les noyaux itérés sont K (z, 2/)=K(z, '), et généralement :
KO (g, o)) = / K(z, 2YK™ (2", &) dz" (n e N¥) .

Avec K (z, 2')=1,on a K" (z, 2/)=1 puis :

. . )2
K®(z, ') :/ Llda" =z—2' , K®(z, 2 :/ L~} da” = %

et ainsi de suite : K™ (z, /) = % n € N*. Le noyau résolvant I'(x, 2’ ; )
est la série 3 . A" LK™ (z, 2') soit ici :
n—1
D a's 3) = 30 a0 e

(n—1)!

neN*

série qui converge quels que soient = et x’.
Avec K(z,2') =z — 2/, on a KM (2, 2') =2 — 2/, puis :

x

1
K®(z, x'):/ (x —2") (2" —2')da" = E(x—x’)?’ ,

x/

x 1 1
Kv(i&)(x7 :L'/) _ // (.’ﬂ o x//)g(x// o :CI)S dz" = E(x o m/)s

Par récurrence, on établit sans peine que K™ (z, 2/) = eI 1), (z —2")?»=D_ don-
nant :

[(z, 2’5 \) E Al e 1) (@ —2/)? L = A 26inh A2 (2 — 2')]
n—
neN*

2 2 2 2 .
Enfin, avec K(z, 2') =e* ~* ,ona KM (z, ') =e* ~*" puis :

x
12

2_ 12 "2 _ 12 2_
K(Q) z. 1) = e g A = (z — ') e®
s )
T

/
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1.14 Equation de Volterra

KO, o) = [0 = at) o dat = L=
x .

’

et ainsi de suite, de sorte que :

2 /2

Tz, 2’5 \) = Z /\"_17( ! (@ — x')”_lex2_x =e

et n—1)!

Az—z") exz—x

’ 2 2 ’ 2 2 .
2. Avec K(z, ') = e* ' +2°=2" ona KM (x, 2') = e*~ ¢ +# 2" puis :
T
12

P 2_ 12 "_ .1 e P 2_ .72
K(Q)(LU, LL'/) — / et~ % +a®—x et —% +x T dm” _ (.T _ QTI) et +x°—x ,
T

’

xT

s 2_ "2 " 112_
K(?’)(x, $/) :/ et s - (J}N _ JS’) et 't g =
x

/

et ainsi de suite, de sorte que (ici A =1) :
/\n—1
/. _ (LI,' —Z ) z—z' +x’—2'% _ 2(m—w/) z2—z'?
F(m,x,l)—ZWe =€ (§
neN*

Une fois trouvé le noyau résolvant de (1.38), la solution s’écrit :

f(x) +)\/ (z, "5 N)o(2') dz

2

Péquation proposée, (1.37), étant de ce type (avec A=1, a=0 et o(z) =€e*"), sa
solution est :

fla) =o' [ et o et (1)
0

d’ott 'unique solution de (1.37) :
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N, 144
Ny, 144
ooc, 141, 144

A

accélérateur de convergence, 103
antikink, 751

application logistique, 944

arc simple de Jordan, 185

assez bonne fonction, 609, 610
associativité, 1-3, 621, 872, 886, 888
astroide, 676

B

barriere
absorbante, 725
d’énergie, 453
parfaitement
absorbante, 716, 722, 723
réfléchissante, 712, 713, 722-725
base orthonormée, 17, 19, 20, 22, 146, 488, 880,
883, 890, 895, 900
bifurcation, 904, 906, 923-926
brisure de symétrie, 597, 745, 926

C

caractéristiques (courbes), 737, 738
cercle unité 0Dy, 276
changement de base, 20
coefficient
de diffusivité thermique, 493
de Fourier, 470, 471, 480, 483
commutateur, 21
commutativité, 1, 154, 194
complément orthogonal, 14
composantes, 15, 18, 20-22, 24, 516, 886, 888,
897
contravariantes, 6
irréductibles, 895, 898
condition
de Lipschitz, 658
de Vitali, 488
initiale, 698, 699, 701, 702, 712, 713
conditions
aux limites, 464-466, 712, 713, 726

953

cycliques de Born - von Karman, 902
de Cauchy - Riemann, 162, 174, 175, 211,
238, 239, 460, 464
de Dirichlet, 732, 733
de raccordement, 695
initiales, 540, 570, 571, 646, 652, 687, 690,
695, 734
constante
d’Euler, 83, 92, 395, 407, 409, 412, 414,
416, 417, 525, 527, 820, 822
de Catalan, 76
convergence
absolue, 100, 117, 224, 398, 484, 790
simple, 575
stochastique, 852
uniforme, 58, 197, 215, 222, 223, 267, 332,
341, 356, 419, 791, 792
convolution, 568, 570
de Jg et Jp, 556
de tP et t?, 557
de Bernoulli, 856
coordonnées hypersphériques, 516, 518
corde vibrante, 732
amortie, 734-736
corps, 4, 6, 9, 14, 28, 152, 153, 888, 889
des complexes, 14
des quaternions, 889
des réels, 28
ordonné, 3, 4
coupure, 167, 169-171, 189, 237, 238, 242, 244,
245, 251, 253, 261, 314, 316, 317,
334, 335, 339, 342-347, 349, 357, 358,
360, 366, 368, 441, 444, 445, 457,
534, 536, 538, 552, 553, 558, 578,
595, 606, 660, 662, 717, 749, 772
courant, 702, 712, 713, 716, 720, 721, 723
couronne, 218, 219, 221, 224, 225, 232, 272, 370,
448, 450
cumulants, 841, 842
de la distribution
de Cantor, 848
de Gumbel, 822
de Poisson, 842
Gamma, 842
cycle
-limite, 160, 161, 911-913, 922
semi-stable, 911, 922, 923
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D

décomposition en éléments simples, 92, 94, 107,
113, 203, 219, 220, 249, 258, 278,
300, 376, 388, 920
densité de probabilité, 804-806, 825, 856
conjointe, 828
marginale, 580
de la loi Gamma, 812, 861, 862
dérivée
fractionnaire, 620, 622
logarithmique, 789, 792
description a la Landau des phénomeénes criti-
ques, 452
déterminant
de Gram - Schmidt, 28
de van der Monde, 26, 28
développement
asymptotique, 445
de Laurent, 50, 183, 218, 219, 221-223,
231, 240, 264, 272, 289, 370, 376,
382, 448, 450, 639, 662
de Mittag-Leffler, 180, 270, 286, 396, 420,
547
de Taylor, 50, 104, 111, 112, 222, 226, 231,
241, 243, 329, 388, 389, 441, 448,
450, 463, 552, 617, 842, 844, 846
diffusion
avec des murs
absorbants, 722
réfléchissants, 722
confinée, 712, 713, 722
sur Ry, 712
distance
cordale, 162, 163, 166
homofocale, 151
distribution
(1—=?)7, 627-629
§'(1 — z?), 616, 617
5 (u(z)g, 615
(1 —z*), 614, 616
6 (u(z)), 614
x%, 617, 620-624, 626, 628, 639, 641, 644
% e” %, 625
de Dirac, 270, 284, 510, 612, 614, 616, 695,
706
marginale, 828, 829
domaine, 185, 186
simplement connexe, 189, 195, 196, 222,

246, 249, 353
droite de Bromwich, 536, 538, 571, 578, 595,
606, 717

E

écart-type, 804, 812, 826, 828, 856
effet papillon, 90, 688, 903, 908
égalité
de Bessel - Parseval - Plancherel, 489

de Cauchy, 620, 622
de Lagrange, 142
énergie libre, 452, 454, 455
d’exces, 453
ensemble de Julia, 944, 945
entiers de Gauss, 154
équation
autonome, 654
aux différences finies, 543, 544
non-linéaire, 687, 688
caractéristique, 10, 13, 19, 154
d’Abel, 29-31
d’Airy, 667-669, 741
de Bernoulli, 677, 678
de Bessel, 663, 665, 672
de Black - Scholes, 709
de Clairaut, 676
de conservation, 539, 584, 702, 703, 707—
709, 713, 744
de Fredholm, 33
de premiére espece, 35-37
de seconde espece, 31, 32, 34
de la chaleur, 493, 709, 710, 725, 726
de la diffusion
avec des murs absorbants ou rayonnants,
722
avec source, 727
de Langevin, 559
de Sturm - Liouville, 672
de transport, 514, 701-709
de Vlasov, 580, 585
linéarisée, 580, 582, 585, 588
de Volterra, 673
de seconde espece, 37-39, 673, 674
différentielle, 698, 699
homogene, 646, 653, 670, 679, 680
non-linéaire, 681
elliptique, 738
hyperbolique, 730, 738
parabolique, 498, 738
quasi-linéaire, 729, 730
espace
des phases, 932, 936
étendu, 932, 936
euclidien, 28
réciproque, 23
symplectique, 884, 885
exposant de Lyapounov, 939, 942, 944

F

facteur de pseudo-périodicité, 788, 791
ferromagnétique, 452
feuillet de Riemann, 596
Floquet, Achille Marie Gaston, 682
fonction
analytique, 50, 112, 202, 207, 208, 213,
214, 216, 226, 258, 367, 370, 407,



449, 453, 456, 509, 568, 590, 660—
662, 668, 702, 704, 708, 770, 790
caractéristique, 801, 802, 804, 805, 807—
809, 811, 812, 814, 816, 818, 820,
821, 823, 824, 826, 829, 831, 833,
837, 839, 842, 843, 846, 847, 850,
851, 858, 863
de Cantor, 117, 121, 846
de Cauchy, 839, 842
de la loi de Gumbel, 820, 821
de la loi Gamma, 805, 812, 816
de Poisson, 837, 839, 842
concave, 62, 64
convexe, 61
cosinus intégral Ci, 447
d’Euler
de deuxieéme espece I'(z), 207, 277, 334,
393, 394, 396, 401, 565
de premiere espece B(p, q), 118, 207,
337, 342, 356, 400, 564, 774, 782
de Cantor, 117, 121, 846
de coupure, 432, 554, 579
de Green, 539, 645, 691-696, 722, 725, 752
retardée, 728
de Heaviside, 464, 543, 613
de Kummer, 768
de répartition, 808-810, 814, 815, 826, 828,
829, 832, 834
de Riemann ((z), 79, 132, 139, 277, 370,
425, 429, 473, 501, 618
de Riemann généralisée ((z, a), 365
digamma (z), 820, 822
échelon-unité, 124
elliptique, 157, 791
elliptique complete
de premiere espece, 401, 403
de seconde espece, 401, 403
en dent de scie égoine, 481
en escalier (étagée), 54, 546548, 551, 834
entiere, 111, 120
erreur erf(z), 525, 527, 606, 675, 686, 698—
700, 816, 817
erreur complémentaire erfc(z), 699, 700
exponentielle intégrale Ei(z), 83
génératrice
des cumulants, 820, 822, 839, 842
des polyndémes de Legendre, 206, 207
Gamma incomplete I'(a, ), 58, 564
harmonique, 178, 390, 459, 460, 464
holomorphe, 112, 148, 171-176, 178, 180,
187, 188, 191, 192, 195, 196, 201—
203, 205, 212-215, 219, 226, 227, 230
232, 239, 245, 247-249, 252, 261, 293,
313, 325, 339, 344, 353, 358, 370,
371, 390, 450, 460, 466, 567, 571,
572, 590, 598, 699
homogene, 653
hypergéométrique, 766, 767

955

Index

confluente (dégénérée), 768, 780
logarithme intégral, li(z), 123, 127
méromorphe, 180, 270, 277, 286, 304, 308,
311, 341, 367, 370, 378, 383, 385, 635

multiforme, 143, 167, 171, 206, 248, 302,
334, 339, 345, 357, 364, 366, 400,
578, 595, 599-601, 603

partie entiére, 501, 572, 573

polylogarithme, 804

porte, 355

signe sgn x, 44, 81, 242, 243, 269, 281-283,
287, 290, 303, 348, 391, 513, 514,
532, 579, 704, 707, 709, 719, 730

sinus cardinal sinct = 82t 850, 858

sinus intégral Si, 80, 447, 530-532

transcendante de Lerch, 110

fonctionnelle, 632, 639

1- :vQ)j_, 628, 631

r?, 641, 644

z%, 617, 619, 620, 639

x3 e %, 625

analytique, 621

singuliere, 639

fonctions
de Bessel, 231, 555, 556, 568, 628, 629,
738, 770
de Jacobi ¥4 (z, q), 783, 784
forme

canonique d’une EDP, 737, 738
diagonalisable, 28
formule
d’addition (fonctions de Bessel), 881
d’Euler, 123, 125, 199, 289, 405, 406
généralisée, 13
d’interpolation de Hermite, 372
d’inversion
de Laplace, 533-538, 540, 542, 543, 545,
556-558, 572, 574, 577, 578, 590, 595,
600, 603, 604
de Binet, 544, 548, 549
de Cauchy, 195, 196, 198, 199, 203-205,
208, 211, 212, 253, 254, 374, 391,
756-758
de doublement
pour I'(z), 209, 401, 403, 427
pour ¥(z), 414, 420
de la moyenne, 203, 204
de Gauss, 203
de Laplace, 205
de Laurent, 220
de Leibniz, 41, 44, 45, 181, 228, 243, 326,
327, 373, 374, 442, 444, 609, 635,
741, 756, 758, 759, 766, 794
de Liouville, 670, 672
de Moivre, 132, 138
de Poisson, 330
de Rodrigues, 204, 208, 209, 756, 758, 759
généralisée, 755
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de Schlafli, 205
de sommation (sommatoire)
d’Abel, 53
d’Euler, 408, 409
de Poisson, 334, 426
de Stirling, 60, 88, 407, 411, 855
des compléments, 29, 30, 335, 342, 347,
400-404, 411, 672, 770, 773, 783
du binéme, 198
intégrale de Poisson pour le demi-plan su-
périeur, 390, 391, 464, 465
fraction rationnelle, 94, 113, 178-180, 183, 189,
227, 250, 255, 258, 278, 292, 300,
325, 379, 573, 581, 586, 714, 920, 922
frontiére essentielle, 255, 259
frottement fluide, 559, 560, 679

G

groupe
Cay, 895
abélien (commutatif), 872, 876, 891, 895,
896, 899, 900
cyclique (monogeéne), 873
des déplacements plans, 879, 881
des quaternions, 888
symplectique, 884, 885

H

homogénéité, 51, 55, 182, 221, 231, 302, 326,
346, 352, 520, 571, 625, 643, 744,
782, 825
hybridation
sp?, 890-894
d’orbitales atomiques, 890

I

idempotence, 14
indépendance linéaire, 5, 6, 8, 14, 18
inégalité
arithmético-géométrique de Gauss, 62, 64
de Jenssen, 61
intégrale de van der Corput, 157-160
instabilité
(amortissement) de Landau, 580, 584
d’un point fixe, 549, 907, 908, 919, 922,
941, 944
numérique, 930, 944
intégrale
de Dirichlet, 243, 283, 284, 322, 398, 575
de Fourier, 326
de Fresnel, 262, 397, 399, 528, 750
de Poisson, 557
de Raabe, 401, 404
généralisée, 402, 405
de Sonine - Gegenbauer, 778, 780
de Wallis, 116, 118, 199

956

de Watson, 869

de Weber, 777

gaussienne, 331, 332

uniformément convergente, 242
invariance modulaire, 334, 783, 786
inversion (géométrie), 165
isomorphisme, 14, 145, 146, 152—-154, 873, 874,

877, 878, 890

J

Jacobien, 214, 215, 516-518, 642, 643

K

kink, 751

L
Laplacien, 459, 460
lemme
de Jordan, 241, 249, 280, 291, 298, 306,
314-317, 325, 327, 382, 443, 500, 508,
534
de réarrangement, 891
lemniscate de Bernoulli, 147, 150
limite visqueuse, 713
loi
-puissance, 552-554, 562-564, 579, 580,
604-606
binomiale, 861
de Cauchy (lorentzienne), 807
de composition interne (LCI), 1
de Fick, 713
de Gauss, 839, 842
de Gumbel, 820
de Maxwell, 816
de Pareto, 814, 815
de Poisson, 823, 824, 837, 839, 842, 860—
862
Gamma, 805, 812, 816, 839, 842, 861, 862
infiniment divisible, 805, 807
large, 803
longueur d’écran, 512

M
marche au hasard, 832, 834, 839
matrice
antisymétrique, 884
continue (noyau), 35
de passage, 18, 20, 21
de rotation, 22, 24, 25
diagonalisable, 14, 17, 18, 146, 683
hermitique, 9, 10, 13, 16, 20
non diagonalisable, 18
réguliere, 15, 872, 875, 885, 886
symétrique, 14, 18, 20
symplectique, 884, 886
triangulaire, 15



unitaire, 17
mesure d’intégration, 6
méthode
de Césaro, 88
de Fuchs, 663—665
de variation de la constante, 646, 647, 6565
des caractéristiques, 702, 707, 737
du col, 436-440, 443, 444, 453, 458
métrique antisymétrique, 884
mode plasma, 581, 585-587
moments, 841

N
nombre d’or (golden mean), 544, 545, 550
nombres
de Bernoulli, 229, 448-450
harmoniques, 97, 98, 415
hypercomplexes, 887
noyau (intégral), 31, 34, 37-39, 320, 560-562,
564, 594, 597, 598, 673, 728

O

opérateur
de translation, 899, 900
hermitique, 724
idempotent, 14
orbitales hybrides sp?, 894

P

partie
entiere (réguliere), 219, 221, 224, 376
finie de Hadamard, 128
imaginaire d’énergie libre, 453
principale, 183, 194, 219, 221-224, 226,
306, 314, 633
de Cauchy, 79, 80, 83, 128, 129, 190,
248, 254, 273, 296, 297, 310, 315,
327, 357, 584, 591
peigne de Dirac II(z), 786, 899, 901, 932
pendule
isochrone de Huyghens, 31
simple, 42, 47
période du pendule simple, 42, 47
perturbation singuliere, 49, 50
phénomeéne de Gibbs, 473, 475
plasma, 580, 581
poids, 6
point
de branchement, 228, 232, 234, 238, 243,
244, 246, 248, 302, 316, 317, 339,

341-346, 349, 351, 355, 358, 364, 456—

458, 530, 533, 534, 536, 538, 539,
553, 554, 558, 595, 660, 662, 717

fixe, 904, 906, 910, 912, 916, 917, 923, 924,
929, 930

Index

point singulier
irrégulier, 660, 661, 663, 666
a l'infini, 668
régulier, 661, 662, 664
a l'infini, 660, 661
pole, 50, 270, 286, 382
d’ordre n, 221, 227, 228
double, 182, 221, 228, 230, 324, 378, 387,
541
simple, 182, 223, 228, 235, 236, 249, 280,
324, 325, 350, 357, 372, 377, 387,
504, 545, 621, 622
polyenes, 890
polynéme caractéristique, 10, 12, 13, 154
polyndmes
de Hermite, 758, 760, 763, 765, 766
de Jacobi, 758, 763, 765, 766
de Laguerre, 575, 576, 759, 761, 763, 765,
766
de Legendre, 204208, 756-760, 763, 765
orthogonaux, 6
porosité d’une frontiére essentielle, 259
portrait de phase, 903, 904, 908, 932
potentiel de Yukawa, 511
poussiere de Cantor, 846, 848
primitive fractionnaire, 620, 622
principe
de causalité, 281, 561, 696, 697
de réflexion de Schwarz, 262, 533, 595
probleme
de Cauchy, 729, 730
de Dirichlet, 465, 466
de Sturm - Liouville, 672
produit
d’Euler, 859
infini, 116, 118-121, 160
de Jacobi pour les d4(z, q), 788, 790
mixte, 21, 22
scalaire, 5, 6, 488, 724, 884, 889, 899, 900
hermitien, 7, 890, 893
vectoriel, 889
projecteur, 14, 892, 899-901
de symétrie, 892, 899-901
prolongement
analytique, 115, 205, 206, 214, 253, 254,
256, 257, 260, 261, 288, 293, 306,
308, 311, 341, 347, 349, 365, 371,
398, 407, 410, 453, 457, 501, 504,
507, 532, 556, 583, 590, 618, 619,
621, 628, 631-633, 642, 661, 747, 748
de ¢(z), 502, 505
par continuité, 112, 169-171, 218, 234, 243~
245, 304, 576
propagateur, 682-685
pulsation plasma, 581, 586, 590
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Q

quaternions, 13, 886-890

R

ralentissement critique, 596, 605
rayon de convergence, 114, 196, 197, 457, 660,
661, 664, 667
régularisation
d’Euler, 274, 276, 287, 301
d’une intégrale, 83, 127, 128, 130, 245,
248, 254, 297, 617-619
d’une série, 274, 287
du potentiel Coulombien, 511
relation
de Bessel - Parseval - Plancherel, 473, 477,
486
de Bragg, 140
de dispersion, 495, 497, 581, 584, 586, 587,
590, 592, 593, 753
de Legendre, 414
de récurrence des polynoémes orthogonaux,
755, 761
entre moments et cumulants, 841
fonctionnelle, 117, 121, 331, 346, 394, 395,
683-685, 877
de I'(z), 403, 412, 415
de ¢ (z), 412, 415
de ((z), 367, 370, 425, 427, 501, 502,
505, 507
de Kummer, 780
du logarithme, 61
relations
de Kramers - Kronig, 371
de Legendre pour les intégrales elliptiques,
798
relaxation brisée, 594
renormalisation, 593
réseau de Bravais, 682, 684
résidu, 218, 221, 226-231, 233, 235-238, 241,
247, 254, 264, 270, 271, 279-282, 285,
286, 288, 289, 291, 293, 297, 304,
306, 310, 319, 324, 326, 327, 329-
331, 345, 350, 354, 356, 359, 363,
367, 368, 370, 377-380, 382, 383, 386—
389, 442, 444, 449, 451, 500, 508,
509, 533, 545, 552, 553, 574, 577,
593, 622, 623, 631, 633, 635, 642,
644, 859
de (1 —a?)z, 628
de I'(2), 623
de r*, 642
de 27 , 644
en un poble
d’ordre n, 221, 227, 228, 327, 376, 442,
577
double, 230, 324, 378, 387
triple, 378, 388, 389

958

résolvante, 17, 37
rotation, 15, 20-22, 24, 146, 147, 258, 511, 872~
874, 879, 890-893, 895, 897, 902
hyperbolique, 878, 879

S

Second Principe, 720
sensibilité aux conditions initiales, 90, 688, 903,
908
série, 213
C(1)-sommable, 88
absolument convergente, 84, 85, 108, 117,
222, 259, 335, 471, 484
convergente, 84, 87, 494
d’Euler, 667
de Fourier, 105, 106, 109, 215, 469-474,
476, 477, 480-484, 486, 490, 492, 493,
497, 499, 502, 506, 538, 543, 546,
547, 573, 574, 726, 736, 843, 845
de Fuchs, 663, 666
de Gauss, 109
de Laurent, 376
de Taylor, 110-112
divergente, 84, 87, 274, 300
géométrique, 12, 16, 17, 87, 90, 105, 112,
118, 216, 219, 222, 223, 255, 257,
275, 296, 332, 428, 470, 478, 479,
525, 574, 810, 849
harmonique, 96
alternée, 486
majorable, 107, 109, 214, 474, 482, 484
trigonométrique, 470, 472—-474
uniformément convergente, 214, 224, 482,
484, 501, 506
singularité
apparente (éliminable), 182, 234, 236, 320
essentielle, 112, 221, 226, 229, 236, 238,
306, 352, 530, 593, 662, 915
isolée, 236, 253, 264, 278, 286, 307
non isolée, 236
sous-corps, 3, 4
sous-espace
isotrope, 884, 885
vectoriel, 4-6, 14
sous-groupe
impropre, 873
propre, 873
spheére
de Riemann, 141, 162-164
unité, 163, 516, 518, 643, 889
stabilité
d’un point fixe, 549, 904, 907, 910, 913,
918, 920, 925, 927, 930, 939, 941
d’une loi de composition, 4, 14
d’une loi de probabilité, 806
linéaire, 904, 910, 911, 916, 920, 922, 925—
927, 939



numérique, 890, 944
suite

de Fibonacci, 543, 544, 548

de fonctions, 7, 65, 122, 125, 144, 355, 514,
524, 612, 613, 616, 658, 847

de Lucas, 548

logistique, 945

numérique, 65-68, 70, 72-75, 84, 85, 89,
90, 92, 110, 111, 122, 275, 305, 350,
383, 384, 685-688, 690, 916, 917, 927,
931, 933, 937

aléatoire, 808, 809

supraconductivité, 312, 366
symbole ¢ de Pochhammer, 118
symétrie

axiale, 894

brisée, 597, 745, 926

d’un triangle équilatéral, 872, 874
d’une table de composition, 891
de réflexion, 464

de translation, 582, 899, 900
dynamique, 522

gauche - droite, 745

miroir, 164, 166, 868

radiale, 167

sphérique, 511, 516, 519, 892

T

théoreme
d’Abel, 217, 274, 485
d’addition
de Graf, 881, 884
des fonctions de Bessel, 880

d’Efros, 557, 559, 605

de Bloch, 682, 684

de Cauchy, 188, 199, 250, 261, 279, 304,
324, 353, 446, 457, 500, 595, 598,
599, 625-627, 749

de Cayley - Hamilton, 9, 10, 12-14, 19,
154, 885

de convergence dominée, 122, 125, 242

de convolution, 557, 561, 600

de développement, 558

de Floquet, 682, 684

de Fubini, 261, 623, 624

de Gell-Mann et Low, 672

de Lagrange, 873, 895, 896

de Laurent, 223

de Liouville, 111, 201, 202, 791

de Marcinkiewicz, 839, 842

de translation, 701, 703

des nombres premiers, 507

des résidus, 135, 190, 195, 213, 240, 241,
246-248, 250, 253, 254, 265, 269, 271,
273, 274, 276, 278, 279, 281, 283,
287, 289, 292, 293, 298-300, 304, 306,
308, 310, 313, 315, 317, 319, 320,
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Index

325, 329-331, 336-338, 346, 347, 350—
357, 360, 365, 377, 380, 387, 443,
450, 499, 509, 513, 533, 534, 537,
541-543, 545, 552, 553, 557, 571, 573,
574, 595, 604, 807, 808

du prolongement analytique, 115, 218, 254,

261, 262, 266, 267, 293, 308, 365,
504, 505, 507

fondamental

de l'algebre, 135, 140, 179, 183, 328
du calcul intégral, 31, 50, 126, 763

limite central (TLC), 808, 852, 855
trace, 9, 13, 682, 898
transformée

de Fourier, 508, 513, 514, 620, 844

d’une fonction discontinue, 512, 513
de (1 —?)7, 628, 636

de z7 e, 625, 627

de la gaussienne, 499, 500

des distributions zZ , 625

du potentiel Coulombien, 512, 585
du potentiel de Yukawa, 511

de Laplace, 525-528, 532, 540, 543, 560,

561, 563, 566, 567, 576, 698, 700—
702, 747, 825, 826, 835
d’une fonction périodique, 523, 538

de 1 — erf(%\/?), 537
de cos~t, 534

de it 570

_(z—zg)?
e apt 539
— e~ b)) 525, 526
de (t), 524
de % (1 — cost), 535
de Int, 525, 527
de tf(t), 523
de Y (t)t*, 529, 557, 565
de erf(x), 527
de la fonction Y (t)¢®(®), 572, 573
de la fonction de Bessel Jp, 568, 569
de la fonction de Bessel Yp, 569
de la fonction partie entiere E(¢), 550,
551
du produit ¢f’(¢), 531, 532
du sinus intégral Si(t), 530, 531, 533
et équation de transport, 701
et comportement asymptotique, 578

[

de
de

N
3
;

—~
®\
2
-

[N [t | =
=

transformation
conforme, 459, 465, 466, 499
d’Euler, 103
d’une couronne coupée en rectangle, 460,

461

de Cole - Hopf, 744
de Fourier, 512, 620, 702

et équation aux dérivées partielles, 514
et équation différentielle, 507
inverse, 521
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de Joukovsky, 150, 462
de Laplace, 31, 523, 541, 564, 566, 567,
569, 589, 698, 699, 702, 712-714, 721
et équation différentielle, 540, 568
et polyndémes de Laguerre, 575
et variable aléatoire, 824
inverse, 345, 363, 543
du boulanger, 939
homographique, 347
orthogonale, 25, 28
unitaire, 20
transition
de phase, 452
ferromagnétique, 452
translation, 879, 899, 900
triangle de Pascal, 11

U-V
valeur propre, 10, 13, 16, 18, 19, 32, 35-37, 320,
683, 885, 899-901
variance (écart quadratique moyen), 808, 846,
848, 852
vecteur
isotrope, 884, 885
propre, 10, 14, 16-18, 20, 36, 146
de l'opérateur de translation, 900
normalisé, 20
unitaire, 5, 24, 891
vitesse
angulaire, 925
de dérive, 585
de groupe, 581, 587
de phase, 581
de propagation, 702, 704, 706, 709
thermique, 581, 587, 592

W

Wronskien, 670, 671, 770
des fonctions de Bessel, 770, 776

X-Y-7
7éro

double, 230, 237

simple, 237, 325, 338, 553, 627, 629, 791
zéros de tan z — z, 383, 387
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